Лекция 3.  Магнитные поля тел простой формы ( сфера  и стержень.





1.	Прежде всего сделаем предварительные замечания. Во-первых, под простыми телами будем понимать тела с малым числом параметров. К таким телам можно отнести сферу, стержень, горизонтальный круговой цилиндр, тонкий пласт и пласт большой мощности. Естественно, что в природе не бывает объектов, которые  идеально отвечали бы таким элементарным телам. Однако, любой объект с той или иной степенью достоверности можно аппроксимировать одним или набором таких тел. В любом случае интерпретация магнитных, да и любых других, аномалий осуществляется на модельных представлениях объектов, создающих эти аномалии, а качество аппроксимации рассматривается на уровне совпадения наблюденных и модельных полей. Помимо этого, невозможно разобраться в источниках реальных магнитных аномалий, не понимая общих закономерностей связывающих источники и создаваемые ими поля. Понять существующие закономерности возможно только на  элементарных моделях.





2.	Второе замечание касается способов решения прямой задачи магниторазведки. В предыдущей лекции было показано, что для определения компонент аномального магнитного поля можно использовать два подхода. Один из них основан на том, что источники аномального поля от объекта, можно представить как сумму полей, создаваемых поверхностными и объемными магнитными зарядами. При этом, в случае постоянной намагниченности объемные источники оказываются скомпенсированными и поле создается только поверхностными источниками. Другой подход основан на применении теоремы Пуассона, связывающий элементы магнитного поля и поля притяжения. При этом предполагается, что плотность и намагниченность объекта постоянны. Мы в дальнейшем будем использовать оба этих подхода при выводе аналитических выражений аномальных полей от тел различной формы.





3.	В-третьих, очень важно научиться определять форму аномалий на качественном уровне, т.е. зная параметры тел принципиально правильно нарисовать кривую или карту аномального поля от этого тела. Это необходимо по той причине, что в дальнейшем по форме и виду аномального поля необходимо будет делать вывод о форме источников.
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4.	Перейдем теперь к рассмотрению первой модели - однородно намагниченной сфере. Условия при которых тела могут быть аппроксимированы  такой моделью следующие - любое сечение замкнутого объема меньше чем расстояние до наблюдателя; все сечения этого объема должны быть примерно одинаковы. Естественно, что реальные ситуации могут быть совершенно разными, и качество аппроксимации будет определяться качеством совпадения наблюденных и рассчитанных от этой модели полей. Так, например, случай, представленный на рисунке под буквой (А) лучше отвечает модели сферы, по сравнению с ситуацией (Б), т.к. в последнем случае возникают избыточные массы, неаппроксимрованные сферой и расположенные ближе к поверхности наблюдения, и их вклад в аномальное поле больше.





5.	Для того, чтобы получить аналитические выражения поля от сферы воспользуемся соотношением Пуассона, связывающим потенциалы притяжения V и магнитный U от одного и того же тела � EMBED Equation  ���.   Будем рассматривать только внешнюю задачу . Потенциал притяжения шара в этом случае имеет вид: � EMBED Equation  ��� , где M ( масса шара, и � EMBED Equation  ���,  V - объем шара. Тогда


� EMBED Equation  ���,





где ( - угол между направлением на расчетную точку из центра сферы и направлением вектора намагниченности, m - суммарный момент шара. Таким образом мы получили, что потенциал однородно намагниченной сферы совпадает с потенциалом диполя.





6.	Компоненты магнитного поля, создаваемые таким объектом, будут выражаться через вторые производные потенциала притяжения на основании соотношения Пуассона.


	Но прежде чем записать эти соотношения, договоримся о следующем. 


 	1) Будем под функцией V обозначать потенциал точечного источника 


� EMBED Equation  ���. 





	2)Так как современные протонные и квантовые магнитометры измеряют индукцию магнитного поля, то компоненты магнитного поля, в том числе и аномального, будут компоненты магнитной индукции. Тогда, в системе СИ соотношения Пуассона для компонент аномального магнитного поля будут записаны следующим образом:





� EMBED Equation  ���.





Т.к.  � EMBED Equation  ���, где (, (, ( - координаты центра сферы, x, y, z - координаты расчетной точки M, то первые частные производные потенциала V будут иметь вид:
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Вторые производные потенциала V будут представлены следующим образом:
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7.	Пусть сфера намагничена вертикально вниз, т.е. совпадает с положительным направлением оси oZ. Тогда компоненты намагниченности, лежащие в плоскости XoY, равны нулю, и mz=m, Компоненты магнитного поля будут определяться следующим образом:
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Далее на рисунках будут представлены поля, создаваемые вертикально намагниченной сферой.





8.	Если нас интересуют значения поля на профиле, совпадающем с осью oX, то полученные выражения несколько упрощаются. Для этого поместим центр сферы под началом координат ((=0, (=0, (=h), а расчеты будут осуществляться в точках, лежащих на оси oX (y=0, z=0). В этом случае компонента Y будет равна нулю, а для компонент X и Z можно записать:





� EMBED Equation  ���.


  


В случае косого намагничения ситуация будет более сложной. В частности, если вектор намагниченности сферы лежит в плоскости XoZ, и его наклонение определяется углом i, то на профиле, совпадающем с осью oX, значения компоненты Y по-прежнему будет равны нулю, а компоненты X и Z будут определяться следующими соотношениями:
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Если же компонента намагниченности my не равна нулю, то выражения для полей X, Y и Z становятся еще более громоздкими, и они выводятся на основании соотношения Пуассона. 





9.	Из полученных соотношений следует, что по аномальному магнитному полю можно определить, во-первых, только суммарный магнитный момент � EMBED Equation  ���  и, во-вторых, координату центра сферы.


	Так как для нас особый интерес представляет характер аномального поля Z и поля (T , то отметим их некоторые особенности. При вертикальном намагничении максимальное значение компоненты поля Z будет определяться следующим образом:   � EMBED Equation  ��� ,  т.е. чем глубже располагается сфера, тем меньше от нее аномалия. Причем, степень затухания аномалии пропорциональна третьей степени глубины расположения цента сферы. Кроме того, стоит обратить внимание и на то, что поле Z имеет как положительные так и отрицательные значения. Ширина аномалии так же связана с глубиной, и нулевая изолиния компоненты поля Z располагается на расстоянии � EMBED Equation  ��� от максимального значения (цента аномалии).


	На следующих рисунках показаны компоненты аномального магнитного поля, создаваемые сферой при вертикальной намагниченности. Ось oX направлена на север, ось oY ( на восток.





�
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	На картах положительные значения показаны сплошными линиями, отрицательные - пунктирными, а нулевая - пунктиром с точкой. Напомним, что при раскраске цветами положительные значения обычно имеют синий цвет, а отрицательные - красный.





10.	Рассмотрим характер изменения компонент аномального магнитного поля и поля  (T, создаваемые сферой, при изменении широты, и соответственно наклона векторов намагниченности и нормального магнитного поля. При этом будем предполагать, что направления векторов намагниченности и нормального магнитного поля совпадают, т.е. намагниченность является индуцированной. А при анализе ситуаций  будем помнить о том, что в линейном приближении поле (T является проекцией аномального поля � EMBED Equation  ���  вектор нормального поля � EMBED Equation  ���:  � EMBED Equation  ���, где ( - угол между векторами. Покомпонентная запись этого соотношения следующая:





� EMBED Equation  ���.





	а) На магнитном севере, где наклонение i равно 90 градусам, следует, что поле (T совпадает с полем компоненты Z, т.к. нормальное поле направлено в этом случае вдоль ось oZ, и компоненты  X и Y не создают вклада в аномальное поле. 


	б) На широте 60( в поле (T начинает проявляться вклад горизонтальных компонент аномального поля, но он еще не велик.
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	Здесь следует обратить внимание на то, что как в поле, так и в поле на севере аномалии появляется так называемый сопутствующий отрицательный минимум. Причем в поле (T он выражен в большей степени чем в поле Z. 











     	         Поле (T





	в) На следующих рисунках представлена ситуация на широте 30(.
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	Как  видно из этих картинок, происходит дальнейшее усиление отрицательных значений  в поле Z-компоненты и в поле (T. В поле  (T так же заметно значительное влияние X-компоненты. Это еще более заметно будет в районах, расположенных близко к магнитному экватору, где вектора нормального магнитного поля и намагниченности горизонтальны.








	          Поле (T





	г)  Широта магнитного экватора ( 0( ).
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                    Поле (T





	Из этих рисунков видно, что Z-компонента приобрела такой же вид, какой имела X-компонента на полюсе, а аномальное поле (T совпадает с полем X-компоненты на экваторе. Это и следовало ожидать, поскольку вектор нормального магнитного поля направлен вдоль оси oX, а остальные компоненты оказываются ему ортогональны и свой вклад в поле (T не создают. 
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                    Поле (T


	Характер аномального магнитного поля (T может оказаться более сложным если направления векторов намагниченности и нормального поля не совпадают.  Так на этом рисунке вектор нормального поля горизонтален и направлен на север, а вектор намагниченности имеет склонение 45( и наклонение 30( (A=45(, i =30(). 








	











	д) Широта 45( в южном полушарии. Будем по-прежнему предполагать, что направление векторов намагниченности и нормального поля совпадают. На следующих рисунках представлены поля, соответствующие этой ситуации.
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 	Здесь стоит обратить внимание на то что в аномальном поле Z-компоненты преобладают отрицательные значение, а на юге появляется "сопутствующий максимум", аналогичный сопутствующему минимуму в северных широтах. В отличии от аномалии Z-компоненты, поле (T имеет положительные значения, а отрицательные значения в отличии от северных широт появляются на юге. Это ( характерная черта аномалий для широт южного полушария.	





е) Южный полюс. Здесь наклонение векторов равно (90( (i=(90().
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	По сравнению с ситуацией на Северном полюсе все компоненты аномального магнитного поля на Южном полюсе поменяли свои знаки: там где были положительные значения, теперь стали отрицательные. Отрицательные значения стали положительными. Однако аномалия  (T имеет тот же вид и форму, что и на Северном полюсе, т.е. она осталась положительной. Это становится понятным, если вспомнить о том, что нормальное поле на Южном полюсе направлено вертикально вверх. А Z-компонента аномального поля, так же направлена вертикально вверх, на что указывают отрицательные значения. Соответственно проекция аномального магнитного поля на направление вектора нормального поля будет положительной.





�


11.	Для того, что бы лучше разобраться в том, как образуются аномалии той или иной формы, рассмотрим один из способов качественного анализа ситуации. Для этого нарисуем  силовые линии, создаваемые сферой. Они совпадают с силовыми линиями эквивалентного диполя. Причем силовые линии выходят от положительного заряда и заканчиваются на отрицательном. Далее проведем линию профиля, и рассмотрим некоторые точки на нем. Так в точке А силовая линия направлена вверх, соответственно и компонента Z направлена вверх, и, следовательно, она в этой точке отрицательна. Если линия профиля совпадает с осью oX, то X-компонента в этой точке положительна. В точке В обе компоненты положительны, а в точке С Z-компонента положительна, X-компонента отрицательна. Аномальное поле (T в точке  С  будет определено как проекция аномального поля на вектор нормального. Так как угол между этими векторами меньше 90(, то эта проекция положительна, т.е. значение поля (T в этой точке положительно.  








12.	Рассмотрению следующую элементарную модель - вертикальный стержень, бесконечный по падению. Условия аппроксимации геологических тел такой моделью следующие: а) диаметр тела меньше глубины верхней кромки примерно на порядок; б) глубина нижней кромки много больше глубины верхней. Такой моделью обычно аппроксимируют штоки, трубки, некоторые рудные тела.
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13.	Начнем рассмотрение с простой ситуации - со случая вертикального намагничения. Уже на основании качественный анализа можно сделать вывод о том, что поле такой модели совпадает с полем точечного источника, расположенного на вершине стержня, т.к. остальные заряды, расположенные вдоль стержня, компенсируют друг друга. 


	Аналитические выражения для компонент аномального магнитного поля могут быть получены из дипольной модели, путем интегрирования по оси oZ. При выводе этих соотношений будем предполагать, что стержень располагается на оси oZ,  и глубина до верхней кромки h. Так, например, для вертикальной компоненты поля можем записать. 
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Учитывая, что площадь сечения стержня S очень мала, то приближенно
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Здесь � EMBED Equation  ��� -( линейная намагниченность. Как видно из полученного выражения, вертикальная составляющая аномального магнитного поля совпадает с вертикальной составляющей точечного заряда, а если вспомнить гравиметрию ( то с вертикальной составляющей аномального гравитационного поля точечной массы. Соответственно, горизонтальные составляющие аномального магнитного поля имеют вид:
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Из полученных соотношений следует, что аномальная компонента Z всегда положительна и с точностью до коэффициента совпадает с полем Vz точечной массы. Над вершиной стержня аномалия достигает максимального значения и равна � EMBED Equation  ���. Можно также заметить, что с высотой поле Z убывает обратно пропорционально квадрату глубины залегания верхней кромки стержня в отличии от поля сферы, которое убывает обратно пропорционально кубу расстояния до центра сферы. При x=h  получим � EMBED Equation  ���. Чем глубже источник, тем шире аномалия, создаваемая этим источником.





14.	Рассмотрим случай наклонной намагниченности. В общем виде, для того чтобы получить правильные аналитические выражения для компонент аномального поля, необходимо использовать соотношение Пуассона: 
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т.е. необходимо знать потенциал стержня, а затем рассчитать его вторые производные. Но ситуация упроститься, если мы будем рассматривать профиль, совпадающий с осью oX, направленной на магнитный север, и будем предполагать, что компонента  m(y = 0, т.е. склонение намагниченности A=0, а наклонение  определяется углом i. Тогда, в силу симметрии задачи, компонента Y будет равна нулю на  этом профиле, а для компонент X и Z можем записать:
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Выражения для вторых производных Vxz и Vzz мы только что получили:
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Компоненту Vxx для стержня можно получить из Vxx для диполя, проинтегрировав это выражение:
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Интегралы, входящие в это выражение ( табличные, и взять их не составляет труда, однако выражение получается громоздким. Тем не менее, если необходимо рассчитать компоненту X, то взять их прийдется.


	Для Z(компоненты при наклонном намагничении с учетом того, что � EMBED Equation  ��� и � EMBED Equation  ���  получим:
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Из полученного соотношения следует, что при наклонной намагниченности в компоненте  Z появляется вклад горизонтальной составляющей XB , что приводит к появлению минимума на севере. Ситуация аналогична полю диполя, однако морфологическое различие этих аномалий в том, что поле стержня ( более гладко по отношению к полю диполя.





15.	Если геологическое тело можно представить в виде вертикального стержня конечной длины, то такая ситуация может быть представлена как разность полей от двух бесконечных стержней с глубинами, соответствующими верхней и нижней границам стержня.


	Однако, в ряде случаев возникает желание представить объект в виде наклонного стержня конечной длины с произвольной, но заданной намагниченностью. Для того, чтобы возможно было рассчитать поля от такой модели, необходимо получить выражение для его потенциала. В.Н.Страховым было показано, что потенциал такого отрезка может быть представлен следующим соотношением:





� EMBED Equation  ���  ,





где R1 и R2 ( расстояния от концов отрезка до расчетной точки M0 , L ( длинна отрезка.


	Вывод этого выражения осуществляется следующим образом. Пусть отрезок располагается на какой либо оси, например, оси oZ. Тогда потенциал этого отрезка в точке M0 определяется следующим образом:


� EMBED Equation  ���.





Сделаем следующие преобразования:


 h2( h1 = |L| ;   (h2 ( z) ( (h1 ( z)= |L| ;





� EMBED Equation  ���;
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Далее получим:





� EMBED Equation  ���





	Полученное соотношение для потенциала отрезка удобно тем, что оно не зависит от выбора системы координат, а определяется только взаимным расположением расчетной точки и отрезка, а также его длиной. 


	Для того, чтобы получить компоненты аномального магнитного поля от отрезка или вычислить поле (T, необходимо рассчитать вторые производные от потенциала. Взятие производной ( работа не сложная, но требующая аккуратности. А затем на основании соотношений Пуассона вычисляются компоненты анома
