Лекция 2.  Магнитный потенциал, поле диполя, теорема Пуассона.





1.	Так как магнитное поле Земли в течении некоторого достаточно длительного периода времени можно считать постоянным, то система уравнений Максвелла для постоянного магнитного поля имеет вид:





� EMBED Equation  ���  





Обычно наблюдения магнитного поля осуществляются в воздухе, который является изолятором, и плотность тока в нем равна нулю. Соответственно,





� EMBED Equation  ���





На основании соотношения, связывающего индукцию магнитного поля с напряженностью, � EMBED Equation  ���, и учитывая тот факт, что для воздуха ( ( 0 , можем записать


 � EMBED Equation  ���





Отметим еще раз, что эти соотношения справедливы для магнитного поля вне источников.


	Из этих соотношений, в частности следует, что поля � EMBED Equation  ��� и � EMBED Equation  ��� являются потенциальными, т.е. � EMBED Equation  ���, т.к. � EMBED Equation  ���, и потенциал этого поля удовлетворяет уравнения Лапласа � EMBED Equation  ��� или � EMBED Equation  ���.





� EMBED MSDraw  ���


2.	Пусть вещество с магнитной восприимчивостью ( занимает ограниченный объем и помещено в магнитное поле. Тогда, под действием этого магнитного поля вещество намагничивается, что связанно с переориентацией атомов и их электронных орбит. Из теории известно, что такие элементарные системы круговых токов эквивалентны полю магнитного диполя. В магниторазведке такая замена очень удобна, поскольку она позволяет рассматривать магнитные поля, как поля некоторых фиктивных магнитных зарядов. И под диполем понимается система из положительного и отрицательного магнитного заряда. Сами заряды приближены друг к другу на бесконечно малую величину, но при этом они не компенсируют друг друга. Такая система обладает магнитным моментом, и под ним понимается следующий предел � EMBED Equation  ���. Момент ( векторная  величина, и она имеет направленность от отрицательного заряда к положительному.





3.	Получим выражение для потенциала диполя в точке � EMBED Equation  ���. При выводе этого выражения будем предполагать, что точка MQ находится на середине расстояния между положительным и отрицательным зарядами, а само расстояние dl будет уменьшаться, так что в пределе оба заряда окажутся в одной и той же точке MQ . Тогда





� EMBED Equation  ���


� EMBED Equation  ���.





	Поместив начало координат в точку MQ,, получим потенциал диполя, выраженный в сферических координатах:





� EMBED Equation  ���.





4.	Поле диполя � EMBED Equation  ���будет описываться следующими соотношениями





� EMBED Equation  ���.





5.	Стоит обратить внимание и на тот факт, что поле и потенциал диполя можно представить следующим образом:





� EMBED Equation  ���.





Такая запись возможна, поскольку � EMBED Equation  ���=const. Тогда 





� EMBED Equation  ���.





Вне источника � EMBED Equation  ���. Соответственно � EMBED Equation  ���. Таким образом поле диполя можно выразить через векторный потенциал � EMBED Equation  ���:





� EMBED Equation  ���;   � EMBED Equation  ���.





	Полученные соотношения показывают, что магнитное поле может быть представлено как поле, вызываемое системой токов, а не магнитных зарядов. В дальнейшем, при решении обратной задачи, можно было бы попытаться определить расположение и плотность токов, создающих магнитное поле. Их нахождение являлось бы своеобразной трансформацией поля и могло бы дать новую информацию о его источниках. Однако до сих пор этим вопросом ни кто не занимался.





6.	Вещество, помещенное в магнитное поле, приобретает намагниченность � EMBED Equation  ���.   � EMBED Equation  ��� ( это магнитный момент элементарного объема dV: � EMBED Equation  ���. Суммарный момент тела, занимающего объем V, будет определен следующим интегральным соотношением:  





 � EMBED Equation  ���.





	Магнитный потенциал такого объемного источника можно представить следующим образом:





� EMBED Equation  ���,





где r ( расстояние между точкой интегрирования M и точкой наблюдения M0. Так как � EMBED Equation  ���, то подынтегральное выражение может быть представлено следующим разностью: � EMBED Equation  ���, и тогда





� EMBED Equation.2  ���








	Полученный результат показывает, что магнитный потенциал можно представить как сумму потенциалов, создаваемых фиктивными магнитными поверхностными и объемными зарядами. Из этого, в частности, следует, что теория решения прямой задачи магнитометрии от заданного распределения намагниченности тесно связана с теорией решения прямой задачи гравиметрии.





7.	Если вещество однородно намагничено, то потенциал будет создаваться только поверхностными зарядами, поскольку дивергенция от постоянного вектора намагниченности равна нулю, и второе слагаемое пропадает:





� EMBED Equation  ��� .





То, что это действительно так, физически очевидно. Так как вещество в ограниченном объеме намагничено равномерно, то из этого следует, что элементарные магнитные диполи компенсируют друг друга, т.к. к положительному заряду одного диполя подстраивается отрицательный заряд другого диполя и т.д. Нескомпенсироваными остаются только поверхностные заряды, которые и создают магнитное поле.


� EMBED PBrush  ���


	


	На этом рисунке представлена модель однородно намагниченной  призмы, у которой поверхностные заряды расположены только на верхней и нижней гранях. Т.к. намагниченность параллельна боковым граням, то поверхностных зарядов на них нет, и поля они не создают. 


� EMBED PBrush  ���


	Из этого можно также сделать вывод и о том, что неоднозначность решения обратной задачи магниторазведки "больше" по сравнению с обратной задачей гравиразведки, и это связано именно с векторным характером источника магнитного поля. Существуют такие отличные от нуля намагниченности вещества, которые не создают магнитного поля. 


В частности, на рисунке представлена модель с отличной от нуля намагниченностью, но не создающей магнитного поля. Это будет возможно в том случае, когда поверхностные заряды на границах блоков будут полностью скомпенсированы. 











8.	Рассмотрим выражение для потенциала диполя и преобразуем его следующим образом:





� EMBED Equation  ���. 





Это соотношение носит название соотношения Пуассона, и оно связывает потенциал диполя и точечной массы. Для объема V, однородно намагниченного в магнитном поле, получим





� EMBED Equation  ���. 





Если тот же объем V заполнен веществом с постоянной плотностью (, то потенциал притяжения этого объема имеет вид � EMBED Equation  ���. Отсюда мы получаем соотношение, связывающее магнитный потенциал и потенциал притяжения объемных источников:





� EMBED Equation  ���.


 Это соотношение справедливо для тел с постоянной плотностью и намагниченностью.





9.	Запишем полученное выражение для магнитного потенциала через компоненты вектора намагниченности и поля градиента потенциала притяжения:





� EMBED Equation  ���.





Из этого соотношения получим представление компонент напряженности магнитного поля через вторые производные потенциала притяжения. Для этого продифференцируем магнитный потенциал по направлению осей oX, oY, oZ:





� EMBED Equation  ���





	Эти же соотношения могут быть представлены  в матричном виде:





� EMBED Equation  ���,





 или в векторной форме:    � EMBED Equation  ���.


	Таким образом полученные соотношения показывают, во-первых, что компоненты магнитного поля зависят не только от формы тела, но и от компонент намагниченности, и во-вторых, что решение прямой задачи магниторазведки тесно связано с решением прямой задачи гравиразведки. Если нам известны выражения для вторых производных потенциала притяжения от заданного объекта и значения компонент вектора намагниченности, то задача определения магнитного поля решена.





10.	Рассмотрим двухмерную задачу. В двухмерной задаче предполагается что источники поля имеют бесконечное простирание вдоль одной из осей, например вдоль оси oY. При этом сечение источника и его свойства вдоль этой оси остаются неизменными. В этом случае поле также не меняется вдоль той же оси, и, соответственно, компоненты и производные гравитационного и магнитного полей по этому направлению равны нулю. В результате соотношение Пуассона о связи гравитационного и магнитного поля для двухмерной задачи примет следующий вид (запишем в матричной форме):





� EMBED Equation  ���.





	Рассмотрим случай вертикального намагничения. Тогда горизонтальная компонента намагниченности Jx равна нулю, а вертикальная - самой намагниченности Jz=J. Для такого объекта горизонтальная компонента поля будет определяться  соотношением  � EMBED Equation  ���, а вертикальная � EMBED Equation  ���.


	Если тело имеет произвольное однородное намагничение, то компоненты поля от этого объекта могут быть выражены через компоненты поля, создаваемым этим же объектом с вертикальным намагничением. В самом деле, уравнения Лапласа для двухмерного случая  имеет вид � EMBED Equation  ���, откуда следует, что Vxx= (Vzz.  Следовательно � EMBED Equation  ��� и  � EMBED Equation  ���. Подставив полученные соотношения в соотношения Пуассона для компонент поля, получим:





� EMBED Equation  ���. 


	Эти соотношения дают возможность решения прямой задачи в двухмерном варианте для случая произвольного намагничения через поле, создаваемое тем же объектом, но с вертикальной намагниченностью.


� EMBED PBrush  ���





11.	Рассмотрим следующую ситуацию. Поле создается двухмерным однородно намагниченным объектом, и намагниченность является индуцированной. Это означает, что ее направление совпадает с направлением современного магнитного поля в этом районе, и определяется склонением D и наклонением i. Такая ситуация достаточно часто допускается при интерпретации вытянутых аномалий.  Профиль, который пересекает объект в крест его простирания, имеет магнитный азимут A. В нашей системе координат ось oX совпадает с направлением профиля. Тогда компоненты намагниченности выражаются следующими соотношениями:





� EMBED Equation  ���.





Но так как компонента Jy направлена вдоль намагниченного тела, то эта компонента поля не создает и в расчетах не участвует. Соответственно получим:





� EMBED Equation  ���





12.	Рассмотрим следующие примеры.


	а) магнитоактивный объект представлен дайкой, имеющей меридиональное простирание, намагниченной по современному нормальному магнитному полю и расположенной в северных широтах. Это означает, что намагниченность дайки близка к вертикальной. И, как следствие, во-первых, компоненты поля Z и X почти совпадают с компонентами аномального магнитного поля, которое могла бы создать та же дайка с вертикальной намагниченностью. Во-вторых, т.к. горизонтальные компоненты намагниченности близки к нулю,  и поле создается только вертикальной компонентой, то направление профиля не играет существенной роли, и поле от дайки, имеющей широтное простирание, будет совпадать с полем от дайки с меридиональным простиранием.


	б) Та же ситуация, но дайка располагается в экваториальных широтах.  В этих широтах вектор нормального магнитного поля близок к горизонтальному с направлением на север. В этом случае вектор индуктивной намагниченности также близок к горизонтальному и также направлен на север. Тогда, для дайки, имеющей меридиональное простирание, вектор намагниченности будет направлен вдоль нее, и, соответственно поле над дайкой (в ее средней части) будет равно нулю. Если же дайка имеет широтное простирание, то азимут профиля A=0, наклонение намагниченности   i=0,   соответственно   cosi=1,   cosA=1,  и компоненты поля  X = (ZB ,   Z = XB, т.е. компоненты поля на экваторе как бы меняются местами с компонентами поля на полюсе.





13.	Аналитическое выражение поля   (T.


� EMBED PBrush  ���


	Современные протонные и квантовые магнитометры измеряют не компоненты аномального магнитного поля или их приращения, а абсолютные значения индукции магнитного поля, т.е. величину � EMBED Equation  ���. Для получения аномальных значений поля из этой величины вычитают значение нормального магнитного поля � EMBED Equation  ���, которое рассчитывается по специальной формуле. Таким образом � EMBED Equation  ���. Функция (T - это разность абсолютных значений, не учитывающая векторного характера полей. И, конечно же, эта функция не удовлетворяет уравнению Лапласа, т.е. она - не аналитична и имеет свои специфические свойства. Однако, тем не менее, эта функция успешно используется в магнитометрии, и связано это с тем, что при небольших допущениях, ее можно аппроксимировать аналитической функцией.  Покажем, каким образом это можно сделать. Для этого рассмотрим расположение векторов полного вектора магнитного поля � EMBED Equation  ���, вектора нормального поля  � EMBED Equation  ��� и вектора аномального магнитного поля � EMBED Equation  ���. Ясно, что � EMBED Equation  ���. Из теоремы косинусов следует, что





 � EMBED Equation  ���,





где ( - угол между векторами нормального и аномального магнитных полей. Далее, с учетом того, что значение нормального поля T0 много больше значения � EMBED Equation  ��� можем преобразовать следующим образом:





� EMBED Equation  ���





Так как � EMBED Equation  ��� много меньше единицы, то разложив радикал в ряд и, принебрегая членам более высокого порядка, получим:


� EMBED Equation  ���


� EMBED PBrush  ���


	В то же время T=T0+(T, и, соответственно, � EMBED Equation  ���. Таким образом для слабых аномальных полей величину (T можно считать проекцией аномального поля на направление нормального поля:


� EMBED Equation  ���.


Компонентная запись аномального поля (T будет представляться следующим соотношением:


� EMBED Equation  ���


где орт � EMBED Equation  ��� характеризует направление нормального поля T0.


	Для двухмерного случая, когда ось oX совпадает с профилем наблюдения, направление профиля характеризуется магнитным азимутом A, а наклонение нормального магнитного поля ( i0 :


� EMBED Equation  ���,





поскольку Y-компонента аномального магнитного поля равна нулю.


	В северных широтах, где вектор  � EMBED Equation  ��� близок к вертикальному, т.е. к вектору � EMBED Equation  ���, получим 


� EMBED Equation  ���.





Таким образом в северных широтах поле (T близко к полю вертикальной компоненты Z аномального магнитного поля. Но чем южнее мы будем находиться, тем сильнее будет отличие этих полей. В частности, в двухмерном случае, когда профиль имеет меридиональное направление (A=0(), и наклонение нормального магнитного поля i0 = 45(


� EMBED Equation  ���,


т.е. в поле (T одинаковый вклад вносят горизонтальная и вертикальная компоненты поля, а на экваторе (T=X, т.е. совпадает с горизонтальной составляющей аномального магнитного поля.  На южном полюсе,  где угол   i0 = (90(,  (T = (Z. 


	Более подробно поведение аномальных полей при различных углах наклона будет рассмотрено далее, при изучении полей от элементарных тел. 
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