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глава 9

Бегущие и стоячие волны. 
Моды и нормальные частоты

9.1. Теоретический материал

Возмущение – пространственно локальное, неравновесное для всей среды изменение ее состояния – изменение физической величины (скалярной – 
[image: image406.emf] 
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 или векторной – 
[image: image2.wmf])

,

(

r

ξ

t

), описывающей это состояние. 

Волна – процесс распространения возмущения в пространстве. 

Векторное волновое поле 
[image: image3.wmf])
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 – векторная функция времени t и радиус-вектора точки наблюдения 
[image: image4.wmf]r

, описывающая возмущение среды, в которой распространяется волна.

Скалярное волновое поле 
[image: image5.wmf])
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 – скалярная функция времени t и радиус-вектора точки наблюдения 
[image: image6.wmf]r

, описывающая возмущение среды, в которой распространяется волна. 

Скорость волны – скорость распространения возмущения в пространстве. 

Продольные и поперечные волны – волны, в которых векторное волновое поле 
[image: image7.wmf])
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 направлено соответственно вдоль или перпендикулярно направлению распространения волны. 

Упругая (акустическая) волна – волна упругих деформаций (напряжений, давлений, смещений частиц, а также их скоростей и ускорений) в среде. Скорость упругой волны, как правило, значительно больше скорости движения частиц в среде.
9.1.1. Волновое уравнение

Векторное волновое уравнение для линейной, изотропной и однородной среды:
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где 
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 – векторное волновое поле, с – скорость волны, 
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 – дифференциальный оператор Лапласа. 

Скалярное волновое уравнение для линейной, изотропной и однородной среды:
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где 
[image: image12.wmf])
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 – скалярное волновое поле (в том числе и проекция векторного волнового поля на ось декартовой системы координат). 

Закон распространения (уравнение) волны – решение волнового уравнения (9.1) или (9.2). 
Принцип суперпозиции волновых полей – волновое (векторное или скалярное) поле для совокупности волн равно сумме волновых полей для каждой волны в отдельности: 
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С математической точки зрения, если поля 
[image: image15.wmf])
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 (или 
[image: image16.wmf])
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) являются решениями линейного и однородного волнового уравнения (9.1) (или (9.2)), описывающего волновой процесс, то его решением является и их любая линейная комбинация. 

Из принципа суперпозиции следует, что различные волны распространяются независимо друг от друга в линейной, изотропной и однородной среде. Другими словами – всякое возмущение, существующее в линейной, изотропной и однородной среде, не влияет на распространение другого возмущения. 

Волновой фронт ( поверхность, образованная точками пространства с одинаковым возмущением (значением векторного 
[image: image17.wmf])
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9.1.2. Плоские волны

Пусть скалярное волновое поле 
[image: image19.wmf])
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 зависит лишь от одной из декартовых координат, например, координаты x вдоль оси X ( 
[image: image20.wmf])
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. При этом волновым фронтом является плоскость, ( в среде распространяется плоская волна.

Волновое уравнение плоской волны:
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где с – скорость волны. 
Общим решением волнового уравнения (9.4) плоской волны является сумма двух произвольных (дважды дифференцируемых) функций: 
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Функция 
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 описывает волну, распространяющуюся в положительном направлении оси X, а функция 
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 – волну, распространяющуюся в отрицательном направлении этой оси. 
Пусть единичный вектор 
[image: image26.wmf]n

 направлен вдоль направления распространения волны (см. рис. 9.1). 
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Тогда для произвольной точки пространства, характеризуемой радиус-вектором 
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, для обеих волн с учетом направления их распространения можно записать 
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Распространение волны происходит в направлении нормали к волновому фронту и может рассматриваться как движение волнового фронта. 

Плоская гармоническая волна
Пусть скалярное волновое поле 
[image: image30.wmf])
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 во всех точках плоскости YZ с координатой x = 0 меняется по одному гармоническому закону (синфазно):
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где 
[image: image32.wmf]0

x

 – амплитуда колебаний волнового поля в точках плоскости YZ с координатой x = 0, ( – угловая частота, связанная с частотой колебаний ( и периодом 
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 соотношениями 
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; (0 – начальная фаза колебаний (в точке x = 0 в начальный момент времени t = 0). 
В соответствии с общим решением волнового уравнения (9.5) в области x ( 0 будет распространяться плоская гармоническая волна.

Закон распространения плоской гармонической волны:
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Здесь 
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 – волновое число, ( – длина волны, kx – набег фазы (или фазовый сдвиг) при прохождении волной расстояния x, 
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Для произвольной точки пространства, определяемой радиус-вектором 
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, можно записать:
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где 
[image: image41.wmf]n
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 – волновой вектор, равный по модулю волновому числу k и направленный вдоль направления распространения волны (волнового фронта).

Фазовый фронт (волновой фронт для гармонической волны) – поверхность, во всех точках которой волновое возмущение 
[image: image42.wmf](
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 имеет в данный момент времени одинаковую фазу (. 
В случае экспоненциального затухания плоской гармонической волны закон ее распространения запишется в виде:
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где 
[image: image44.wmf]d

 – коэффициент затухания.

9.1.3. Сферические волны
Пусть скалярное волновое поле 
[image: image45.wmf])
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 зависит лишь от одной пространственной переменной – расстояния от точки наблюдения до определенной точки пространства S. При этом волновым фронтом является сфера с центром в точке S, ( в среде распространяется сферическая волна.

Закон распространения сферической волны (общее решение скалярного волнового уравнения (9.2) при соответствующих граничных условиях): 
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где 
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 – произвольные дважды дифференцируемые скалярные функции, 
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 – модуль радиус-вектора произвольной точки пространства 
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 относительно точки S, находящейся в начале выбранной системы координат (см. рис. 9.2). 
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Данное решение волнового уравнения описывает суперпозицию двух волн. Первое из слагаемых 
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 – расходящуюся от начала координат сферическую волну, а второе 
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 – сферическую волну, сходящуюся к началу координат. 

Пусть на сфере радиуса r0 задано граничное условие в виде гармонического возмущения, синфазного во всех точках сферы:
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Тогда в области пространства вне сферы радиуса r0 будет распространяться расходящаяся сферическая гармоническая волна. 

Закон распространения расходящейся сферической гармонической волны:
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где A – величина, численно равная амплитуде волнового возмущения на единичном расстоянии от точки S. 

В случае экспоненциального затухания (с коэффициентом затухания 
[image: image55.wmf]d

) сферической гармонической волны закон ее распространения запишется в виде:
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9.1.4. Скорости распространения упругих волн 

в различных средах

А. Продольная упругая волна в твердом теле
Скорость волны:
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где ( – объемная плотность тела, 
[image: image58.wmf]e
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 – модуль Юнга или модуль одностороннего растяжения (сжатия), ( – продольное напряжение, ( – относительная деформация. 

Закон Гука для одностороннего растяжения (сжатия): 
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Рассмотрим физически бесконечно малый слой dx твердого тела с координатой x вдоль направления распространения волны (см. рис. 9.3). 
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и закон Гука принимает вид
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Если S – площадь поперечного сечения рассматриваемого фрагмента тела, а ( – его плотность в отсутствие волны, то уравнение движения рассматриваемого слоя тела массой 
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Преобразуем (9.19) с учетом закона Гука (9.18) и малости толщины рассматриваемого слоя: 
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Сравнивая полученное уравнение с волновым уравнением (9.4), получим приведенное выше выражение (9.15) для скорости продольной упругой волны в твердом теле. 
Б. Поперечная упругая волна в твердом теле
Скорость волны: 
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где 
[image: image67.wmf]g
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 – модуль сдвига, ( – поперечное (касательное) напряжение, ( = tg( ( ( – тангенс угла сдвига (. Отметим, что в однородном изотропном твердом теле E > G и скорость продольной звуковой волны больше скорости поперечной волны 
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Закон Гука для сдвига: 
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Рассмотрим колеблющийся при распространении волнового возмущения достаточно малый фрагмент тела, заключенный между координатами x и x + dx вдоль направления распространения волны (см. рис. 9.4). 

Касательные напряжения у обоих концов рассматриваемого фрагмента в соответствии с законом Гука (9.22) и рис. 9.4 равны:
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[image: image394.emf] 
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Уравнение движения рассматриваемого фрагмента твердого тела массой 
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Преобразуем (9.25) с учетом выражений для касательных напряжений (9.23) и (9.24): 
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Сравнивая полученное уравнение с волновым уравнением (9.4), получим приведенное выше выражение (9.21) для скорости поперечной упругой волны в твердом теле. 
В. Поперечная упругая волна в струне
Скорость волны:
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где T – сила натяжения струны, (л – линейная плотность струны в отсутствие волны.

Запишем уравнение движения физически бесконечно малого линейного элемента струны длиной dx и массой 
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 (см. рис. 9.5) при распространении поперечной упругой волны вдоль струны:
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Преобразуем (9.28) с учетом малости выбранного элемента струны при постоянной величине силы натяжения вдоль струны T(x) = const:
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Сравнивая полученное уравнение с волновым уравнением (9.4), получим приведенное выше выражение (9.27) для скорости поперечной упругой волны в струне. 
Г. Упругая волна в идеальных жидкости и газе

Скорость упругой волны в идеальных жидкости и газе: 
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где P – давление и 
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 – плотность жидкости или газа, 
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r

 – плотность в отсутствие волны. 

Скорость упругой волны в идеальном газе в случае адиабатического (без теплопередачи) процесса ее распространения: 
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где 
[image: image84.wmf]V
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, сP и cV – теплоемкости при постоянных давлении и объеме газа соответственно, 
[image: image85.wmf]0
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 – давление в отсутствие волны. 

Рассмотрим слой dx идеальной (без вязкого трения) жидкости или газа с координатой x вдоль направления распространения плоской волны (см. рис. 9.6). 
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Уравнение движения выбранного слоя жидкости или газа имеет вид:
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Воспользуемся материальным уравнением среды 
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, которые происходят вследствие распространения в ней упругой волны, запишем:


[image: image91.wmf]r

r

r

Δ

Δ

0

¶

¶

=

P

P

.                                                                       (9.33)
При этом для относительного изменения плотности 
[image: image92.wmf]r
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 можно записать (см. рис. 9.6):
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В результате уравнение движения выбранного слоя жидкости или газа примет вид:
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Сравнивая полученное уравнение с волновым уравнением (9.4), получим приведенное выше выражение (9.30) для скорости упругой волны в идеальной жидкости или газе.
Для случая адиабатического процесса распространения упругой волны в идеальном газе воспользуемся уравнением состояния рассматриваемого слоя газа объемом dV = Sdx и массой dm = (dV:
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В результате получим приведенное выше выражение (9.31) для скорости упругой волны в идеальном газе в случае адиабатического процесса ее распространения.
9.1.5. Энергетические соотношения
При распространении плоской упругой продольной гармонической волны вдоль оси X в твердом теле смещение частиц среды из положения равновесия 
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 записываются в виде (см. пп. 9.1.2 и 9.1.4.А): 
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При этом объемная плотность кинетической энергии частиц тела, участвующих в волновом движении, равна:
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Объемная плотность потенциальной энергии частиц тела, участвующих в волновом движении:
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Поскольку скорость упругой продольной волны в твердом теле 
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 (см. (9.15)) и волновое число 
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Как видим, для бегущей волны максимумы и минимумы кинетической и потенциальной энергий совпадают. 

Объемная плотность энергии волны:
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где амплитуда изменения объемной плотности энергии волны 
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Среднее значение объемной плотности энергии гармонической волны за период колебаний:
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Плотность потока энергии волны – величина, численно равная энергии, переносимой волной в единицу времени через поверхность единичной площади, ориентированной перпендикулярно направлению распространения энергии волны. В случае изотропных сред направление распространения энергии совпадает с направлением распространения фронта волны: 
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где s ( площадь поперечного сечения волны. 
Вектор Умова – вектор, направление которого совпадает с направлением распространения энергии волны, а модуль равен плотности потока энергии. В случае изотропных сред: 
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Интенсивность волны – среднее значение плотности потока энергии волны за период колебаний:
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Заметим, что амплитуда плотности энергии упругой волны 
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 (9.44), через которую выражаются ее энергетические характеристики (9.45) – (9.48), зависит только от одной характеристики среды – ее плотности (. В случае распространения упругой волны в струне под плотностью энергии подразумевается ее линейная плотность, а плотность является линейной плотностью (л струны. 
9.1.6. Продольный эффект Доплера (классический)
Пусть 
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 и 
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 – скорости движения источника звуковых гармонических волн и детектора, регистрирующего эти волны, относительно неподвижной среды, c – скорость распространения волны в среде, которая определяется свойствами среды и не зависит от скоростей источника и детектора (см. рис. 9.7). 
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На рис. 9.7 левая черта, перпендикулярная оси Х, показывает положение фронта волны, испущенной движущимся источником, в некоторый момент времени t. К моменту времени t + Ts (Ts – период колебаний источника) фронт сместится на расстояние cTs, а источник – на расстояние 
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. Следовательно, длина волны в среде равна (рис. 9.7): 
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Пусть в некоторый момент времени t' приемник зарегистрировал фронт волны. Следующий фронт волны, находящийся от приемника на расстоянии λ, будет зарегистрирован в момент t' + Td (Td – период колебаний приемника). Поскольку за время Td приемник сместится на расстояние 
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, а волновой фронт – на расстояние cTd, то
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Учитывая, что Ts = 1/νs и Td = 1/νd, получаем из (9.49) и (9.50) связь частот колебаний для источника νs и приемника νd:
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9.1.7. Собственные колебания распределенных систем

Собственные (свободные) колебания – колебания системы, предоставленной самой себе (при постоянных внешних условиях). 

Распределенная система – колебательная система с большим числом степеней свободы, характерные размеры которой 
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где c – скорость распространения волнового возмущения, 
[image: image126.wmf]t

 – характерное время его заметного изменения. 
Нормальные колебания (моды) – собственные гармонические колебания системы. Специальным выбором начальных условий можно возбудить в системе только одно (любое) из всех, свойственных системе нормальных колебаний. При нормальном колебании системы все ее элементы колеблются с одной и той же частотой – нормальной частотой. 
Нормальные частоты – частоты нормальных колебаний. Нормальные частоты колебательной системы определяются ее параметрами (для распределенной колебательной системы ( свойствами среды и граничными условиями). 
В общем случае колебания системы являются суперпозицией ее нормальных колебаний, которая определяется начальными условиями. 

Стоячая волна – периодическое во времени синфазное колебание распределенной системы с характерным пространственным распределением амплитуды этих колебаний – чередованием узлов и пучностей. 
Пучности стоячей волны – пространственные области, в которых частицы распределенной системы колеблются с максимальной амплитудой. 

Узлы стоячей волны – пространственные области, в которых частицы распределенной системы остаются неподвижны.
В случае стоячих волн основной модой (тоном) называется мода с максимальной длиной волны и минимальной частотой. Остальные моды называются обертонами. 

Стоячая волна в соответствии с принципом суперпозиции волновых полей (9.3) может быть представлена как результат суперпозиции двух бегущих гармонических волн с одинаковыми частотой 
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, скоростью распространения c и амплитудой 
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, распространяющихся навстречу друг другу (например, падающая и отраженная волны):
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где 
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 – начальные (при t = 0) фазы в точке с координатой 
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 – амплитуда стоячей волны.

Пучности в волне в соответствии с (9.53) будут наблюдаться, в точках (см. рис. 9.8), координаты которых удовлетворяют условию: 
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При этом координаты узлов (рис. 9.8) определяются соотношениями: 
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Заметим, что между соседними узлами частицы среды колеблются в фазе, при переходе через узел фаза колебания скачкообразно изменяется на (. 
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Если 
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 – смещение частиц среды из положения равновесия при наличии стоячей волны, то для скорости частиц среды 
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 и относительной деформации 
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 можно записать:
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Как видим (сравни (9.56) и (9.57) с (9.53)), узлы и пучности для скорости и смещения совпадают, а для деформаций пучности совпадают с узлами смещений, а узлы ( с пучностями смещений. Узлы и пучности в волне деформаций смещены относительно узлов и пучностей в стоячей волне смещений на (/4.

В результате суперпозиции будет наблюдаться пространственное перераспределение средней энергии волн – интерференция. 
Для упругих продольных волн в твердом теле объемные плотности кинетической 
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 энергий частиц тела, участвующих в волновом движении, и их средние значения 
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где 
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При этом средняя объемная плотность полной энергии стоячей волны однородно распределена в пространстве и равна:
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Пучность кинетической энергии (9.58) совпадает с узлом потенциальной (9.60) и наоборот. В отличие от бегущей волны, в стоячей волне не происходит пространственного переноса энергии, а осуществляется лишь перекачка потенциальной энергии частиц, расположенных в области узла, в кинетическую энергию частиц, расположенных в области пучности, и наоборот.
В зависимости от граничных условий в среде (в стержне, струне, столбе газа или жидкости) можно возбудить стоячие волны с определенными частотами. 
Если граница закреплена (на границе нет движения частиц среды), то на ней смещение частиц среды 
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, а также их скорости 
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 и объемная плотность кинетической энергии 
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 равны нулю. При этом относительная деформация 
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, напряжение 
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, изменение давления 
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 и объемная плотность потенциальной энергии 
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 принимают максимальное значение. 

Если граница свободна (на границе нет внешних сил, действующих на частицы среды), то на ней относительная деформация 
[image: image169.wmf]e

, напряжение 
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, изменение давления 
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 и объемная плотность потенциальной энергии 
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 равны нулю. При этом смещение частиц среды 
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, а также их скорости 
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 и объемная плотность кинетической энергии 
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 принимают максимальное значение. 

Из граничных условий можно получить длины волн (n нормальных колебаний (мод), и, зная скорость распространения упругих волн c, найти частоты этих мод: 
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В качестве примера рассмотрим случай закрепления обоих концов стержня длиной L при возбуждении в нем продольных или поперечных упругих волн. 
Смещение частиц рассматриваемой среды при наличии стоячей упругой волны происходит по закону (9.53). Поскольку оба конца стержня закреплены, смещение частиц на границах среды равно нулю:
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Условия (9.64) и (9.65) должны выполняться в любой момент времени t, следовательно:
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Раскрывая косинус суммы двух углов в (9.67) с учетом (9.66), получим: 
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Из полученного соотношения непосредственно следует взаимосвязь частот собственных колебаний стержня с его длиной: 
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Следовательно, длины стоячих волн и частоты нормальных колебаний (мод) для стержня с закрепленными концами равны:
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Заметим, что в случае стоячей упругой волны в стержне с двумя закрепленными концами на длине стержня "укладывается" целое число длин полуволн:
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Аналогичное рассмотрение других случаев закрепления концов стержня при возбуждении в нем продольных или поперечных стоячих упругих волн приводит к следующим соотношениям между длиной стержня и частотами (длинами волн) нормальных колебаний. 
Табл. 9.1. Длины волн и частоты нормальных колебаний в упругом 
                 стержне для различных граничных условий
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9.2. Основные типы задач и методы их решения

9.2.1. Классификация задач
Большинство задач по теме "Бегущие и стоячие волны. Моды и нормальные частоты" можно условно отнести к следующим типам или их комбинациям. Задачи на:

1) бегущие волны и элементы акустики;

2) эффект Доплера;

3) стоячие волны, граничные условия, моды и нормальные частоты.

Как правило, один из типов задач имеет основное, другие – подчиненное по отношению к условию задачи значение. 

9.2.2. Общая схема решения задач 

I. Определиться с моделями материальных объектов и явлений. 
1. Нарисовать чертеж, если это необходимо для решения задачи.

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систему координат (из соображений удобства).

3. Изобразить и обозначить кинематические характеристики тел и характеристики волн. 

4. Выбрать модели тел и их движения, модели волн и характер их распространения (если это не сделано в условии задачи).

II. Записать полную систему уравнений для искомых величин.

1. Записать законы распространения бегущих (стоячих):

а) волн смещения, 

б) волн скорости,

в) волн ускорения,

г) волн деформации.

2. Записать начальные и граничные условия.

3. Записать уравнения, связывающие различные характеристики волн.

4. Использовать результаты ранее решенных задач и особые условия задачи (например, заданные соотношения между характеристиками системы).

III. Получить искомый результат в аналитическом и численном видах.

1. Решить систему полученных уравнений.

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние корни, рассмотреть характерные случаи, установить область применимости).

3. Получить численный результат.

Примечания.

В случае решения задач на эффект Доплера пп. II.1, II.2 надо опустить. 

Пункты II.1 – II.3 можно выполнять в той или иной последовательности в зависимости от типа задачи. 
9.3. Примеры решения задач
Задача 9.1

Плоская гармоническая звуковая волна с амплитудой 
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 распространяется в воздухе с плотностью 
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 со скоростью 
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 в направлении, составляющем углы 
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 с осями x и y декартовой системы координат. Найти разность фаз колебаний частиц воздуха точках с координатами 
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, а также энергию, переносимую звуковой волной за время 
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 через элемент плоской поверхности площадью 
[image: image216.wmf]2

см

10

=

s

, ориентированной перпендикулярно оси Z. 

Решение

I. В соответствии с условием задачи звуковая волна является плоской и гармонической, лабораторная система отсчета и связанная с ней декартова система координат X, Y, Z задана. 

II.  Запишем закон распространения плоской гармонической волны (см. (9.9)):
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где 
[image: image218.wmf]r

 – радиус-вектор точки наблюдения. Поскольку направление волнового вектора 
[image: image219.wmf]k

 совпадает с направлением вектора скорости распространения волны 
[image: image220.wmf]c

, то скалярное произведение этих векторов равно
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где x, y, z – координаты точки наблюдения, 
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Закон распространения плоской гармонической волны в направлении, составляющем углы    с осями x, y, z, принимает следующий вид:


[image: image224.wmf])

cos

cos

cos

cos(

0

0

j

g

b

a

w

x

x

+

-

-

-

=

kz

ky

kx

t

.                (9.74)

Фазы колебаний в точках среды с координатами x1, y1, z1 и x2, y2, z2 равны соответственно:
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В соответствии с определением вектора Умова (см. п. 9.1.5) искомая энергия, переносимая звуковой волной за время 
[image: image227.wmf]t

 через элемент плоской поверхности площадью 
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, ориентированной перпендикулярно оси Z, равна:
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Для среднего значения проекции вектора Умова на ось Z можно записать:
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Выразим среднее значение модуля вектора Умова через среднее значение объемной плотности энергии волны, используя (9.47):
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В свою очередь среднее значение объемной плотности энергии волны (см. (9.45)) равно:
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В результате получены две системы уравнений (9.73), (9.75), (9.76) и (9.73), (9.77) ( (9.80) для нахождения искомой разности фаз колебаний 
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 и переносимой энергии E соответственно.
III. Решая полученные системы уравнений, находим искомые в задаче величины:
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Подстановка численных значений заданных в условии задачи величин дает: 
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Задача 9.2
В упругой среде с плотностью 
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 вдоль оси X распространяется плоская гармоническая звуковая волна с законом изменения скоростей частиц среды 
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Решение

I. В соответствии с условием задачи звуковая волна является плоской и гармонической, которая распространяется вдоль оси X декартовой системы координат лабораторной системы отсчета. 

II. Определим закон распространения волны смещений:
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Для нахождения константы интегрирования 
[image: image245.wmf])
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 в (9.83) запишем начальное условие для смещения частицы среды в точке 
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Из (9.83) и (9.84) следует, что константа интегрирования 
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 и закон распространения волны скоростей приобретает вид:
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где 
[image: image250.wmf]w
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 ( амплитуда смещений частиц среды. 

Для волны деформаций в соответствии с (9.17) и (9.83) можно записать: 
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где 
[image: image252.wmf]k
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Выражение для искомой интенсивности упругой волны непосредственно следует из (9.48) и (9.44):
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III. Искомые законы распространения волн смещений и деформаций непосредственно следуют из (9.85) и (9.86) с учетом выражения для амплитуды смещений частиц среды 
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Искомая интенсивность волны, выраженная через заданные в задаче физические величины, непосредственно следует из (9.87):
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Подставив в (9.90) численные значения амплитуды скорости частиц, плотности среды и скорости волны, получаем значение интенсивности волны:
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Задача 9.3
Точечный изотропно излучающий источник испускает экспоненциально затухающую гармоническую звуковую волну с частотой ( = 1,45 кГц. На расстоянии r0 = 5 м от источника амплитуда смещения частиц среды 
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, а в точке P, находящейся на расстоянии r = 10 м от источника, амплитуда смещения 
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. Найти коэффициент затухания волны ( и амплитуду колебаний скорости частиц среды 
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Решение

I. Для решения задачи используем сферическую систему координат, в начале которой расположен источник звуковых колебаний. Поскольку в условии задачи не оговаривается иное, среду будем считать изотропной, тогда звуковая волна, излучаемая точечным источником является сферической. 
II. Запишем закон распространения экспоненциально затухающей сферической гармонической волны смещения (см. (9.14)):
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В этом случае закон распространения волны скоростей имеет следующий вид:
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где амплитуда колебаний скорости частиц среды 
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По условию задачи амплитуда смещения частиц на расстоянии 
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а в точке P на расстоянии 
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 в ( раз меньше:
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III. Решая систему уравнений (9.94) и (9.95), получим искомый коэффициент затухания волны (:
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Определим амплитуду колебаний скорости частиц среды в точке P, решая систему уравнений (9.93) и (9.94) с учетом найденного коэффициента затухания ( (9.95):
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Подставляя в (9.96) и (9.97) численные значения физических величин, заданные в задаче, окончательно получим: 
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Задача 9.4
Амплитуда звуковой волны давлений 
[image: image276.wmf]=
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10 Па. Найти среднее значение потока энергии J, попадающего в ухо человека. Считать площадь уха, ориентированного перпендикулярно направлению распространения звуковой волны, s = 4 см2. Плотность воздуха в отсутствие волны  = 1,3 кг/м3, скорость звука в воздухе c = 334 м/с.

Решение

I. Для решения задачи используем декартову систему координат. В качестве модели волны смещений выберем плоскую гармоническую волну, распространяющуюся вдоль оси X выбранной системы координат. Процесс распространения звуковой волны считаем адиабатическим.

II. Среднее значение потока энергии J, падающего перпендикулярно поверхности уха площадью s, в соответствии с формулой (9.48) равно:


[image: image277.wmf]c

x

t

w

s

J

T

)

,

(

=

.                                                                    (9.98)

Как следует из (9.45), объемная плотность энергии плоской гармонической волны равна:
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Следовательно, для определения плотности потока энергии необходимо выразить амплитуду волны смещений 
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 через амплитуду волны давлений 
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Запишем закон распространения волны смещений (9.8): 
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В соответствии с (9.34) относительное изменение плотности воздуха, вызванное распространением звуковой волны, равно 
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где 
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 находим, используя (9.100):
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При адиабатическом процессе распространения звуковой волны в газе относительные изменения плотности среды и давления связаны соотношением (см. (9.33) и (9.36)):
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где 
[image: image286.wmf]P

 и 
[image: image287.wmf]r

 – давление и плотность воздуха в отсутствие волны. 
Для определения амплитуды звукового давления воспользуемся также формулой (9.31) для скорости звуковой волны в воздухе:
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III. Решая систему уравнений (9.101) – (9.104), находим изменение давления воздуха, вызванное распространением в нем звуковой волны:
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Следовательно, амплитуда звукового давления равна:
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Среднее значение потока энергии J, падающего перпендикулярно поверхности уха площадью s, получаем подстановкой в (9.98) объемной плотности энергии волны (9.99) с учетом (9.106):
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Подставив в (9.107) численные значения физических величин, заданных в условии задачи, окончательно получим:

J = 4.6(10–5 Вт.

Задача 9.5
Точечный изотропно излучающий источник звука S находится на перпендикуляре к плоскости кольца, проходящем через его центр P (см. рис. 9.9). 
[image: image399.emf] 
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Расстояние между точкой P и источником S равно L = 1 м, радиус кольца – R = 0,5 м. Найти средний поток энергии через плоскую поверхность, ограниченную кольцом, если в точке P интенсивность звуковой волны I0 = 30 мкВт/м2. Затуханием волн пренебречь.

Решение

I. Для решения задачи используем полярную систему координат с центром в точке P, являющейся центром кольца. 

Поскольку источник звука S является точечным и изотропно излучающим, то он возбуждает сферическую волну, амплитуда которой изменяется обратно пропорционально расстоянию от источника (см. (9.13)), а значит, интенсивность звуковой волны обратно пропорциональна квадрату расстояния от источника до точки наблюдения. 

II. Разобьем рассматриваемую поверхность на концентрические кольцевые зоны, заключенные между окружностями с радиусами ( и (+d( (0 ( ( ( R) с центрами в точке P. 
Поскольку интенсивность сферической волны обратно пропорциональна квадрату расстояния от источника до точки наблюдения, то интенсивность волны, проходящей через кольцевую зону радиусом ( (см. рис. 9.9), равна:
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Поток энергии 
[image: image293.wmf]J
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 через выделенную физически бесконечно тонкую кольцевую зону (см. рис. 9.9) в соответствии с определением интенсивности волны (см. п. 9.1.5), равен:
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III. Искомый поток энергии 
[image: image295.wmf]J

 через поверхность, ограниченную кольцом радиусом R, определим, интегрируя (9.109) с учетом (9.108): 
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Подставив в (9.110) численные значения расстояния L между точкой P и источником S, радиуса кольца R и интенсивности звуковой волны I0 в точке P, окончательно получим:
J = 20 мкВт.
Задача 9.6
На оси X находятся приемник D и источник S звуковых гармонических волн с частотой (s = 2000 Гц. Источник установлен на тележке, совершающей гармонические колебания вдоль этой оси с угловой частотой ( и амплитудой А = 50 см. Скорость звука с =340 м/с. При каком значении ( ширина частотного интервала звука, воспринимаемого неподвижным приемником, будет составлять (( = 20 Гц? 

Решение

[image: image400.emf] 
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I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета, ось X декартовой системы координат которой направлена от источника к приемнику (см. рис. 6.1). Поскольку в условии задачи не оговаривается иное, будем считать, что среда, в которой распространяется звуковая волна, неподвижна относительно лабораторной системы отсчета. 
Изменения частоты звуковой волны, воспринимаемой неподвижным приемником, обусловлено эффектом Доплера (см. п. 9.1.6). 
II. Ширина частотного интервала (( звуковых волн, воспринимаемых приемником, определяется разностью максимальной и минимальной частот этих волн. 

В случае, когда источник приближается к приемнику, максимальная частота 
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 регистрируемой неподвижным приемником волны, в соответствии с (9.51), равна
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где 
[image: image300.wmf]0
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 – амплитуда скорости движения источника относительно среды, c – скорость распространения волны в среде.

При движении тележки по гармоническому закону амплитуда ее скорости, а, следовательно, и амплитуда скорости источника, равна:
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В случае удаления источника от приемника частота 
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, воспринимаемая приемником, будет минимальной и равной
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III. Искомая ширина частотного интервала звука ((, воспринимаемого неподвижным приемником, согласно (9.111) и (9.113) равна:
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Используя взаимосвязь амплитуды скорости источника с амплитудой его колебаний вместе с тележкой (9.112), получаем: 

[image: image305.wmf]2

2

2

s

2

Δ

w

w

n

n

A

c

cA

-

=

.                                                            (9.115)

Решая уравнение (9.115) относительно 
[image: image306.wmf]w

, находим ее величину:
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Поскольку частота колебаний является положительной величиной, то для частоты колебаний тележки окончательно получаем:
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В соответствии с условием задачи 
[image: image309.wmf]s
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, следовательно (9.117) можно упростить, ограничиваясь в разложении квадратного корня в ряд по степеням малого параметра 
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 линейным членом ряда:
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Подстановка численных значений физических величин, заданных в задаче, дает: 
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Задача 9.7
В упругой однородной среде с плотностью ( распространяются две плоские гармонические продольные волны смещений со скоростью c, одинаковыми амплитудами 
[image: image313.wmf]a

 и частотами 
[image: image314.wmf]w

, одна – вдоль оси X, другая – вдоль оси Y некоторой декартовой системы координат. Найти среднее значение плотности потока энергии результирующего волнового поля вдоль прямой y = x в плоскости XY, считая одинаковыми начальные фазы колебаний частиц среды в начале координат, обусловленных каждой волной в отдельности. 
Решение

I. По условию задачи задана декартова система координат, вдоль осей X и Y которой распространяются две плоские продольные гармонические волны. 
II. Запишем в соответствии с условием задачи законы распространения бегущих плоских продольных гармонических волн смещений (в соответствии с (9.8)): 
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где 
[image: image317.wmf]x

e

 и 
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 ( единичные векторы вдоль осей X и Y, 
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 ( волновое число для обеих волн, 
[image: image320.wmf]0
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 ( начальные фазы колебаний частиц среды в начале координат, обусловленных каждой волной в отдельности. 
Определим амплитуду A результирующего волнового поля смещений вдоль прямой y = x в плоскости XY:
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Направим вспомогательную ось 
[image: image324.wmf]Γ

 вдоль прямой y = x в плоскости XY и обозначим единичный вектор вдоль этого направления как 
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где амплитуда волнового поля A вдоль оси 
[image: image328.wmf]Γ

 равна: 
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Подставляя в выражение (9.122) для смещения частиц среды вдоль оси 
[image: image330.wmf]Γ

 соотношение координат вдоль осей X и 
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 ( 
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, получаем:
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Как видим, волновое поле вдоль оси 
[image: image334.wmf]Γ

 можно интерпретировать как бегущую продольную волну смещений с амплитудой A (9.123) и скоростью 

[image: image335.wmf]c

c

2

=

g

.                                                                             (9.125)
Среднее значение плотности потока энергии волнового возмущения вдоль прямой y = x в соответствии с (9.48) можно записать в виде:
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III. Подставив в (9.126) амплитуду колебаний A (9.123) и скорость распространения волны 
[image: image337.wmf]g

c

 (9.125), получим искомое среднее значение плотности потока энергии результирующего волнового поля вдоль прямой y = x в плоскости XY: 
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Задача 9.8
Источник звуковых колебаний S с частотой 
[image: image339.wmf]Гц
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 находится между плоским отражателем и приемником D (см. рис. 9.11). Источник и приемник неподвижны и расположены на одной и той же нормали к отражателю, который удаляется от источника со скоростью u = 6 см/с. Скорость звука с = 340 м/с. Найти частоту биений, регистрируемых приемником. 

[image: image401.emf] 
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Решение

I. Выберем направление оси X декартовой системы координат, совпадающим с направлением движения отражателя, как показано на рис. 9.11. Приемник регистрирует суперпозицию двух звуковых волн: испущенной источником и отраженной от движущегося отражателя.

II. При решении задачи воспользуемся формулой (9.51), связывающей частоты колебаний движущихся источника и приемника звуковой волны: 
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где 
[image: image341.wmf]s

u

 и 
[image: image342.wmf]d

u

 – скорости движения источника и приемника относительно среды, c – скорость распространения волны в среде, 
[image: image343.wmf]s

n

 – частота излучаемой источником звуковой волны, 
[image: image344.wmf]d
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 – частота волны, которую регистрирует детектор. Все скорости направлены в одну сторону. 

Частота волны, которую зафиксировал бы детектор, находящийся на движущемся отражателе, определяется в соответствии с (9.128) выражением: 
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Считая, что отражатель не меняет частоту волны при отражении, запишем выражение для частоты волны, отраженной от отражателя и зарегистрированной неподвижным приемником согласно (9.128): 
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Знак плюс в знаменателе формулы (9.130) обусловлен тем, что в этом случае скорость отражателя (источника отраженной волны) и скорость отраженной волны направлены в противоположные стороны. 
Для частоты биений (см. решение задачи 8.10 в Главе 8), возникающих в результате суперпозиции волны с частотой 
[image: image347.wmf]0

n

, испущенной неподвижным источником, и волны с частотой 
[image: image348.wmf]2

n

, отраженной от движущегося отражателя, запишем:
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III. Решая систему уравнений (9.130) и (9.131), находим искомую величину частоты биений: 
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Подставляя в (9.132) заданные в условии задачи численные значения физических величин, получим значение частоты биений, зарегистрированных приемником:
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Задача 9.9
Стальная струна длиной L = 110 см, плотностью ( = 7,8 г/см3 и диаметром d = 1 мм натянута между полюсами электромагнита. При пропускании по струне переменного тока частотой ( = 256 Гц в ней возбуждается упругая поперечная волна, причем на длине струны "укладывается" n = 5 полуволн. Найти силу натяжения струны. 
Решение

I. Будем считать, что относительное изменение силы натяжения струны, вызванное упругой поперечной волной, пренебрежимо мало (см. п. 9.1.4.Б). Задачу решаем в лабораторной системе отсчета, ось X декартовой системы координат которой направим вдоль струны (см. рис. 9.12).
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II. Запишем взаимосвязь скорости распространения упругих поперечных волн в струне и силы натяжения струны (см. (9.27) в п. 9.1.4.В) 
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где площадь поперечного сечения струны S равна:
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Для нахождения искомой силы натяжения струны необходимо определить скорость распространения упругих поперечных волн в струне (см. (9.133)). 
По условию задачи на длине струны "укладывается" n полуволн:
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Частота колебаний и длина волны связаны соотношением: 
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III. Решая систему уравнений (9.133) ( (9.136), получим искомую силу натяжения струны:
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Подставляя численные значения заданных в условии задачи физических величин, входящих в (9.137), окончательно получим:
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Задача 9.10
Найти частоты 
[image: image358.wmf]n

n

, на которых будет резонировать труба длиной L = 1,7 м, закрытая с одного конца, если скорость звука в воздухе равна c = 340 м/с. 
Решение

I. Частоты, на которых будет резонировать труба, совпадают с частотами нормальных колебаний частиц воздуха в трубе, образующих стоячие волны. 
Выберем декартову систему координат лабораторной системы отсчета, связанной с трубой, ось X которой направим вдоль трубы (см. рис. 9.13). 
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II. Запишем уравнение стоячей волны (см. (9.53)):
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Поскольку у закрытого конца трубы частицы не испытывают смещения из положения равновесия, то в любой момент времени:
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Частицы, находящиеся вблизи открытого конца трубы, испытывают одинаковое максимальное смещение из положения равновесия. При этом не происходит изменение плотности воздуха. Следовательно, в соответствии с (9.34), можно записать: 
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Подставляя результат дифференцирования (9.138) по x в (9.140), получим:
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III. Решая совместно систему уравнений (9.139) и (9.141) для любого момента времени, получим:
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Следовательно, искомые частоты нормальных колебаний частиц воздуха в трубе, на которых резонирует труба, равны:
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Заметим, что такими же собственными частотами обладает стержень, закрепленный с одного конца (см. табл. 9.1). 

Для длин стоячих волн, соответствующих этим нормальным колебаниям, можно записать:
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Полученное соотношение (9.144) означает, что при образовании стоячей волны в трубе, закрытой с одного конца, на длине трубы должно "укладываться" нечетное число четвертей длин волн. 
Подставляя численные значения заданных в условии задачи физических величин, входящих в (9.143), получим искомые значения частот, на которых будет резонировать труба:
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9.4. Задачи для самостоятельного решения
Задача 1

Найти волновой вектор 
[image: image368.wmf]k

 и скорость 
[image: image369.wmf]ñ

 упругой волны, в которой смещение частиц среды меняется по закону: 
[image: image370.wmf])
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, заданному в декартовой системе координат. 
Ответ: 
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 – орты декартовой системы координат. 
Задача 2

Упругая продольная волна распространяется вдоль стержня с плотностью ( = 4,0 г/см3 и модулем Юнга E = 100 ГПа. Найти скорость 
[image: image374.wmf]υ

 частиц среды в точках, где относительная деформация стержня 
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Ответ: 
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 ( единичный вектор вдоль направления распространения волны; 
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Задача 3

Изотропно излучающий точечный источник звука, мощность которого N = 0,1 Вт, находится в центре полого кругового цилиндра радиусом R = 1 м и высотой h = 2 м. Полагая, что стенки цилиндра полностью поглощают звук, найти среднее значение потока энергии J звуковой волны, падающей на боковую поверхность цилиндра.

Ответ: 
[image: image379.wmf](
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Задача 4

Человек с хорошим слухом может слышать звук с колебанием давления до 
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 при частоте ( = 2 кГц. Найти амплитуду смещения частиц воздуха 
[image: image381.wmf]0
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 в такой волне. Атмосферное давление считать равным P = 105 Па, плотность воздуха ( = 1,3 кг/м3 и показатель адиабаты 
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Ответ: 
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Задача 5

В однородной среде распространяется плоская экспоненциально затухающая гармоническая упругая волна. Найти разность фаз колебаний в точках, где амплитуды смещения частиц среды отличаются на ( = 1%, если коэффициент затухания ( = 0,42 м–1 и длина волны ( = 50 см.

Ответ: При 
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Задача 6
Медный стержень длиной L = 50 см закреплен в середине. Найти частоты продольных собственных колебаний в диапазоне частот от 20 до 50 кГц. Модуль Юнга для меди E = 1,2·1011 Н/м2, а плотность ( = 8,9(103 кг/м3. 
Ответ: 
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 кГц; четыре колебания с частотами 25,7; 33,0; 40,4 и 47,7 кГц. 
Задача 7
Две струны, сделанные из одного материала, имеют одинаковую длину и натяжение. Как относятся периоды их собственных колебаний, если диаметр одной струны в два раза больше диаметра другой.

Ответ: Период колебания тонкой струны в 2 раза меньше. 
Задача 8
Стержень с закрепленными концами имеет длину L = 3 м. В стержне возбуждается звуковая волна, основная частота которой равна (0 = 700 Гц. Какова скорость звука c в стержне? Какие обертоны может иметь звук, издаваемый стержнем?

Ответ: 
[image: image386.wmf]L
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, где n = 2, 3 ….
Задача 9

В незакрепленном алюминиевом стержне длиной L = 1 м возбуждается поперечная упругая волна. Найти частоты собственных колебаний стержня в диапазоне частот от 1 кГц до 10 кГц. Плотность алюминия ( = 2,7(103 кг/м3, а модуль сдвига G = 26 ГПа. 
Ответ: 
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 кГц; три колебания с частотами 3,1; 6,2 и 9,3 кГц. 
Задача 10

Гидролокатор подводной лодки, всплывающей вертикально, излучает короткие звуковые импульсы длительностью τ0. Найти скорость U всплытия лодки, если длительность сигналов, принятых приемником гидролокатора после отражения от горизонтальной поверхности дна равна τ, а скорость распространения ультразвука в воде равна c.

Ответ: 
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Рис. 9.1. Взаимная ориентация векторов r и n в случае плоской волны





Рис. 9.2. Положение волновых фронтов с радиусами r0 и r в случае сферической волны





Рис. 9.3. Смещение границ � EMBED Equation.3  ��� рассматриваемого слоя твердого тела при распространении продольной упругой волны





Рис. 9.4. Зависимость смещения частиц твердого тела � EMBED Equation.3  ��� при распространении поперечной упругой волны вдоль оси X





Рис. 9.5. Зависимость смещения частиц струны � EMBED Equation.3  ��� при распространении поперечной упругой волны вдоль струны





Рис. 9.6. Смещение границ � EMBED Equation.3  ��� рассматриваемого слоя идеальной жидкости или газа при распространении упругой волны





Рис. 9.7. Взаимное расположение волновых фронтов при испускании и регистрации звуковой гармонической волны 





Рис. 9.8. Узлы и пучности стоячей волны





Рис. 9.9





Рис. 9.10





Рис. 9.11





Рис. 9.12





Рис. 9.13
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