[image: image1.wmf])

(

t

x

308
Механика. Методика решения задач

309
[image: image603.wmf])

(

t

x

глава 8. Свободные и вынужденные колебания 


глава 8
свободные и Вынужденные колебания систем 
с одной степенью свободы. Резонанс

8.1. Теоретический материал

Механические колебания – это повторяющееся ограниченное движение тел механической системы относительно некоторого своего положения. При этом обобщенные координаты, определяющие положения тел системы в пространстве (см. п. 6.1.1 в Главе 6), ограничено изменяются около некоторого своего значения (см. рис. 8.1). 
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Периодический механический процесс – движение тел механической системы, точно повторяющееся во времени. Для системы с одной степенью свободы, этот колебательный процесс может быть описан одной физической величиной 
[image: image649.emf] 

)(tx

 

t 

равн

x

 

, периодически зависящей от времени (см. рис. 8.2). 
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Период T – минимальный интервал времени, через который процесс в точности повторяется (рис. 8.2).

Гармонические колебания – процесс, при котором физическая величина 
[image: image2.wmf])
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 меняется по гармоническому закону (см. рис. 8.3).
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Свободные (собственные) колебания – колебания системы, предоставленной самой себе (при постоянных внешних условиях). 

8.1.1. Собственные гармонические колебания

Уравнение собственных гармонических колебаний, которое следует из уравнений движения механической системы, имеет вид:
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где 
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 – одна из обобщенных координат – независимых физических величин, определяющих положение тел системы; 
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 – угловая частота и 
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 – период собственных гармонических колебаний, определяемые характеристиками системы. 

Закон движения при собственных гармонических колебаниях (зависимость обобщенной координаты от времени) – решение уравнения собственных гармонических колебаний:
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Здесь 
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 – фаза колебаний; 
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 – амплитуда и 
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 – начальная фаза собственных гармонических колебаний, определяемые начальными условиями – значениями физической величины 
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Скорость изменения обобщенной координаты 
[image: image15.wmf]x
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 (обобщенная скорость):
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Как видим, в случае гармонических колебаний амплитуды обобщенной скорости и обобщенной координаты связаны множителем 
[image: image17.wmf]0
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, а фаза обобщенной скорости опережает фазу обобщенной координаты на (/2. 

Необходимые условия существования собственных гармонических колебаний: 

1) наличие положения устойчивого равновесия,

2) наличие возвращающей квазиупругой обобщенной силы.

В качестве примера рассмотрим колебания пружинного, математического и физического маятников. 

Пружинный маятник ( это тело, прикрепленное к невесомой пружине (см. рис. 8.4). 
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Рассмотрим случай горизонтального расположения пружинного маятника на гладкой горизонтальной поверхности. Ось X лабораторной инерциальной системы отсчета, связанной с горизонтальной поверхностью, направим вдоль оси пружины, а ее начало отсчета совместим с центром масс тела в положении равновесия, соответствующего нерастянутой пружине (рис. 8.4). 

На тело в процессе колебаний действует упругая сила Fупр со стороны пружины, удовлетворяющая закону Гука (см. п. 2.1. Теоретический материал в Главе 2). Уравнение движения тела в проекции на ось X выбранной системы отсчета имеет вид:
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где m ( масса тела, k ( коэффициент жесткости пружины. 

Преобразуем (8.6) к виду уравнения гармонических колебаний:
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Сравнивая (8.7) с (8.1), для угловой частоты колебаний пружинного маятника получим: 
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k

=

0

w

.                                                                                 (8.8)
Заметим, что при вертикальном расположении пружинного маятника его частота не изменится. Действительно, уравнение движения маятника в этом случае записывается в виде (8.7) при выборе начала отсчета вертикальной координаты тела в положении его равновесия. 

Законы движения тела, прикрепленного к пружине, и изменения его скорости аналогично (8.2) и (8.5) запишем в виде:
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Кинетическая энергия пружинного маятника равна кинетической энергии тела, прикрепленного к пружине:
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Потенциальная энергия пружинного маятника, расположенного горизонтально, равна энергии упругой деформации пружины: 


[image: image25.wmf](

)

0

0

2

2

2

p

cos

2

2

)

(

)

(

j

w

+

=

=

t

kA

t

kx

t

E

.                                      (8.12)
Кинетическая и потенциальная энергии пружинного маятника изменяются в противофазе по гармоническому закону с частотой 
[image: image26.wmf]0
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 и одинаковыми амплитудами (см. рис. 8.5). Механическая энергия пружинного маятника, равная сумме кинетической и потенциальной энергий, остается постоянной в процессе колебаний:
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Математический маятник ( материальная точка, подвешенная на невесомой нерастяжимой нити в поле сил тяжести (см. рис. 8.6). 
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Рассмотрим колебания математического маятника относительно горизонтальной оси, происходящие в одной плоскости. 

Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, связанную с телом, к которому подвешен математический маятник. Запишем уравнение моментов (6.39) для материальной точки относительно оси, проходящей через точку подвеса перпендикулярно плоскости колебаний маятника (см. рис. 8.6):
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где 
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 ( момент импульса материальной точки относительно выбранной оси, ( ( угол отклонения маятника от положения равновесия, m и l ( масса и длина математического маятника, 
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При малых углах отклонения маятника уравнение (8.14) сводится к виду уравнения гармонических колебаний (8.1):
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Сравнивая (8.16) с (8.1), для угловой частоты колебаний математического маятника получим: 
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Законы движения математического маятника и изменения его угловой скорости аналогично (8.2) и (8.5) запишем в виде:
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Кинетическая энергия математического маятника равна кинетической энергии материальной точки, подвешенной на нити:
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Потенциальная энергия математического маятника равна энергии материальной точки в поле силы тяжести Земли. Если за ноль отсчета потенциальной энергии принять положение равновесия маятника, то его потенциальная энергия при отклонении на угол 
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 равна: 
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Кинетическая и потенциальная энергии математического маятника, так же как и в случае пружинного маятника, изменяются в противофазе по гармоническому закону с частотой 
[image: image39.wmf]0

2

w

 и одинаковыми амплитудами (см. рис. 8.5). Механическая энергия математического маятника не изменяется в процессе колебаний и равна: 

[image: image40.wmf]2

2

p

k

mglA

E

E

E

=

+

=

.                                                            (8.22)
Физический маятник ( абсолютно твердое тело, подвешенное в поле сил тяжести (см. рис. 8.7). 
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Рассмотрим колебания физического маятника относительно горизонтальной оси, в процессе которых все материальные точки физического маятника движутся в параллельных плоскостях. 

Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, связанную с телом, к которому подвешен физический маятник. Запишем уравнение моментов (6.48) для абсолютно твердого тела относительно оси, проходящей через точку подвеса перпендикулярно плоскости колебаний маятника (см. рис. 8.7):
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Здесь ( ( угол отклонения маятника от положения равновесия, 
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 ( момент инерции физического маятника относительно выбранной оси, 
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 ( момент силы тяжести, действующей на материальную точку относительно той же оси, m ( масса физического маятника и l ( расстояние от центра масс маятника до точки его подвеса. 

При малых углах отклонения маятника уравнение (8.23) сводится к виду уравнения гармонических колебаний (8.1):
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Сравнивая (8.25) с (8.1), для угловой частоты колебаний физического маятника получим: 
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Используя теорему Гюйгенса ( Штейнера (6.42), выразим угловую частоту колебаний физического маятника через его момент инерции 
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 относительно оси, проходящей через центр масс параллельно оси вращения:
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Заметим, что в случае математического и физического маятников в качестве обобщенной координаты выступает угол отклонения маятника от положения равновесия. 
Законы движения физического маятника и изменения его угловой скорости идентичны случаю математического маятника:
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Кинетическая энергия физического маятника равна (см. (7.7) в п. 7.1. Теоретический материал Главы 7):
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Если за ноль отсчета потенциальной энергии принять положение равновесия маятника, то его потенциальная энергия при отклонении на угол 
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 можно записать в виде: 
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Механическая энергия физического маятника равна:
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8.1.2. Собственные затухающие колебания
Уравнение движения в случае собственных затухающих колебаний имеет вид:
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где ( – коэффициент затухания (определяется характеристиками системы). 

Решения уравнения (8.33) различны в зависимости от соотношения коэффициента затухания и частоты собственных незатухающих колебаний. 

Случай собственных затухающих колебаний ( с затуханием меньше критического (( < (0). 
Закон движения в этом случае имеет вид (см. рис. 8.8): 
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Здесь 
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 – угловая частота и период затухающих колебаний. 
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Логарифмический декремент затухания 
[image: image59.wmf]J

 – логарифм отношения значений обобщенной координаты в моменты времени t и t + T:
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Заметим, что 
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Обратная величина логарифмического декремента затухания равна числу периодов, за которые амплитуда колебаний уменьшится в 
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Средняя механическая энергия 
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 за период T меняется со временем по экспоненциальному закону, поскольку потенциальная 
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 энергии механической системы квадратично зависят от обобщенных координат и скоростей: 

[image: image68.wmf]t

T

T

T

e

E

E

E

E

d

2

0

p

k

-

=

+

=

.                                             (8.38)
При этом средняя мощность потерь 
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 равна: 
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Добротность колебательной системы 
[image: image71.wmf]Q

 определяется отношением средней за период механической энергии системы к средней мощности потерь: 
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Случай апериодического движения ( с затуханием больше критического (( > (0). 

Закон движения в этом случае записывается в виде: 
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где A1 и A2 – постоянные величины, определяемые начальными условиями. 
В зависимости от начальных условий постоянные величины A1 и A2 могут быть как одного, так и разных знаков. 
При 
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 (см. рис. 8.9). 
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 в некоторый момент времени обращается в ноль, затем достигает локального экстремума и далее монотонно стремится к нулю при 
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Случай критического затухания (( = (0). 
Закон движения в этом случае имеет вид: 
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где A1 и A2 – постоянные величины, определяемые начальными условиями. 
Возможные виды зависимости обобщенной координаты от времени при различных начальных условиях изображены на рис. 8.11. 
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Независимо от соотношения коэффициента затухания 
[image: image81.wmf]d

 и частоты собственных незатухающих колебаний 
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8.1.3. Вынужденные колебания. Резонанс
Уравнение движения в случае вынужденных колебаний под действием гармонической вынуждающей силы имеет вид:
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где 
[image: image86.wmf])
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 – обобщенная вынуждающая сила, B и p – ее амплитуда и частота. 
В частном случае пружинного маятника в качестве обобщенной вынуждающей силы выступает отношение вынуждающей силы, действующей на тело, прикрепленного к пружине, к массе этого тела. 

Колебания под действием гармонической вынуждающей силы при ( < (0 можно представить в виде суперпозиции собственных и вынужденных колебаний. Закон изменения обобщенной координаты в этом случае имеет вид:

[image: image87.wmf](

)

)

(

cos

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

соб

вын

соб

p

pt

p

A

t

t

t

t

j

x

x

x

x

+

+

=

+

=

.          (8.44)
Здесь 
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 – закон изменения обобщенной координаты при собственных затухающих колебаниях в отсутствии вынуждающей силы, 
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 – закон изменения обобщенной координаты после затухания собственных колебаний, A(p) – амплитуда и ((p) – начальная фаза установившихся вынужденных колебаний 
[image: image90.wmf])

(

вын

t

x

, которые зависят от частоты вынуждающей силы (см. сплошные линии на рис. 8.12 и 8.13): 
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На рис. 8.12 и рис. 8.13 штриховыми линиями изображены зависимости амплитуды и фазы установившихся вынужденных колебаний для удвоенного значения коэффициента затухания 2(. 

При t >> 1/(, собственными затухающими колебаниями 
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Резонанс смещения (обобщенной координаты) – явление резкого возрастания амплитуды 
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 вынужденных колебаний при изменении частоты вынуждающей силы (рис. 8.12).

В случае резонанса смещения резонансная частота pрез вынуждающей силы находится из условия 
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При резонансной частоте амплитуда вынужденных колебаний равна:
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При постоянной (
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При стремлении частоты вынуждающей силы к бесконечности (при 
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) амплитуда вынужденных колебаний стремится к нулю (рис. 8.12):
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Заметим, что добротность колебательной системы может быть выражена через 
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Закон изменения со временем обобщенной скорости в случае вынужденных установившихся колебаний под действием гармонической вынуждающей силы имеет вид: 


[image: image107.wmf](

)

=

+

-

=

=

)

(

sin

)

(

)

(

)

(

вын

p

pt

p

p

A

t

t

j

x

x

&

&


       
[image: image108.wmf](

)

2

/

)

(

cos

)

(

p

j

+

+

=

p

pt

p

p

A

.                                       (8.53)

Здесь 
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 – амплитуда изменения обобщенной скорости (см. сплошную линию на рис. 8.14):


[image: image110.wmf](

)

2

2

2

2

2

0

4

)

(

p

p

Bp

p

p

A

d

w

+

-

=

.                                             (8.54)
Штриховой линией на рис. 8.14 изображена зависимость амплитуды изменения обобщенной скорости при вынужденных колебаниях в случае удвоенного значения коэффициента затухания 2(. 

Резонанс скорости – явление резкого возрастания амплитуды 
[image: image111.wmf]p

p

A

)

(

 изменения обобщенной скорости 
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 при изменении частоты вынуждающей силы (рис. 8.14). 
В случае резонанса скорости резонансная частота находится из условия 
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При постоянной (
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При частоте вынуждающей силы много больше частоты собственных незатухающих колебаний (
[image: image118.wmf]0

w

>>

p

) амплитуда изменения обобщенной скорости близка к нулю:
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8.2. Основные типы задач и методы их решения
8.2.1. Классификация задач
Большинство задач по теме "Свободные и вынужденные колебания систем с одной степенью свободы. Резонанс" можно условно отнести к следующим типам задач или их комбинациям. Задачи на:

1) свободные незатухающие колебания,

2) свободные затухающие колебания,

3) вынужденные колебания, резонанс.
Возможны два метода решения – так называемые динамический и энергетический методы. Динамический метод предполагает использование уравнений движения, а энергетический – закона сохранения механической энергии колеблющейся системы тел. 

8.2.2. Общая схема решения задач 
Если задача сводится к колебаниям материальной точки, то основные этапы решения определяются общими схемами решения задач, описанными в Главе 2 (динамический метод) и Главе 3 (энергетический метод). При решении задачи о колебаниях абсолютно твердого тела используются схемы, описанные в Главе 6 (динамический метод) и Главе 7 (энергетический метод). Как правило, при использовании обоих методов на последнем этапе решения получаются уравнение и закон движения рассматриваемой механической системы. В любом случае при решении задачи необходимо последовательно реализовать следующие три основных этапа. 
I. Определиться с моделями материальных объектов и явлений.
II. Записать полную систему уравнений для искомых величин.
III. Получить искомый результат в аналитическом и численном видах.
8.3. Примеры решения задач
Задача 8.1

(Свободные незатухающие колебания)
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Сплошной однородный цилиндр массой 
[image: image120.wmf]m

 и радиусом 
[image: image121.wmf]R

, шарнирно закрепленный в нижней точке, совершает малые колебания под действием двух горизонтальных одинаковых легких пружин, жесткость каждой из которых равна 
[image: image122.wmf]k

 (рис. 8.15). Пружины прикреплены к верхней точке цилиндра и нерастянуты в положении равновесия цилиндра. Определить угловую частоту малых колебаний цилиндра.
Решение

I. Задачу решаем динамическим методом в лабораторной инерциальной системе отсчета, связанной с опорой цилиндра. Ось X декартовой системы координат направим горизонтально. Начало отсчета оси X соответствует положению точки шарнирного закрепления цилиндра. Цилиндр считаем абсолютно твердым телом. На него действуют четыре силы (см. рис. 8.16): сила тяжести mg, упругие силы со стороны двух пружин 2Fупр и сила реакции опоры, не изображенной на рисунке. Силами трения пренебрегаем. Пружины считаем невесомыми, их деформации – малыми. 
[image: image619.emf] 
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II. Запишем уравнение моментов (см. (6.48) в Главе 6) для цилиндра относительно оси (рис. 8.16), проходящей через точку его шарнирного закрепления перпендикулярно плоскостям колебаний материальных точек цилиндра:
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Здесь J – момент инерции цилиндра относительно выбранной оси, 
[image: image124.wmf]a

– угол поворота цилиндра (рис. 8.16), х – координата точки крепления пружин к цилиндру. При записи уравнения (8.58) учтено, что момент силы реакции опоры относительно оси вращения равен нулю, и при малых углах поворота цилиндра плечо силы упругости равно 
[image: image125.wmf]R

2

, а 
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Запишем уравнение кинематической связи – уравнение, связывающее координату точки крепления пружин к цилиндру и угол его поворота:
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Момент инерции цилиндра относительно оси, проходящей через точку его шарнирного крепления, находим в соответствии с теоремой Гюйгенса – Штейнера (см. (6.42) в Главе 6):
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III. Подставляя выражения (8.59) и (8.60) в (8.58), получаем уравнение гармонических колебаний:
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Следовательно, искомая угловая частота собственных незатухающих колебаний равна
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Полученное выражение для частоты колебаний справедливо при 
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, то вертикальное равновесное состояние является неустойчивым и колебания в системе не возникают (см. в п. 8.1.1 необходимые условия существования собственных гармонических колебаний).
Задача 8.2
(Свободные незатухающие колебания)
Тонкая однородная палочка совершает малые колебания внутри гладкого полуцилиндра радиусом 
[image: image133.wmf]R

, оставаясь в плоскости, перпендикулярной оси цилиндра (рис. 8.17). 
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Длина палочки равна радиусу полуцилиндра. Найти закон движения центра масс палочки, считая, что в начальный момент времени она покоилась и была отклонена от положения равновесия на малый угол 
[image: image134.wmf]0
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Решение

I. Задачу решаем динамическим методом в лабораторной инерциальной системе отсчета, связанной с полуцилиндром. Палочку считаем абсолютно твердым телом. На нее действуют три силы – сила тяжести mg и силы нормальной реакции поверхности полуцилиндра N1 и N2 (рис. 8.17). Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем.

II. Запишем уравнение моментов (см. (6.48) в Главе 6) для палочки относительно оси, совпадающей с осью полуцилиндра, проходящей через точку О перпендикулярно плоскости чертежа (рис. 8.17):
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где J – момент инерции палочки относительно указанной оси, ( – угол отклонения палочки от положения равновесия, 
[image: image136.wmf]l

 – расстояние от оси вращения до центра масс палочки. При записи (8.63) учтено, что моменты сил нормальной реакции поверхности полуцилиндра N1 и N2 относительно оси вращения равны нулю. 

Поскольку длина палочки равна радиусу цилиндра, то расстояние от оси вращения до центра масс палочки равно:
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Момент инерции палочки относительно указанной оси находим в соответствии с теоремой Гюйгенса – Штейнера (6.42):
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Момент инерции тонкой палочки относительно оси, проходящей через ее центр масс, равен:
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III. Преобразуя систему уравнений (8.63) ( (8.66) с учетом малости угла отклонения палочки от положения равновесия 
[image: image140.wmf])
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, получаем уравнение гармонических колебаний:
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Как видим (ср. с (8.1)), частота собственных колебаний палочки определяется соотношением
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а закон движения (решение уравнения движения (8.67)) имеет вид:
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Амплитуда 
[image: image144.wmf]A

 и начальная фаза 
[image: image145.wmf]0
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 в соответствии с условиями задачи определяются начальными значениями угла отклонения и скорости его изменения:
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Совместное решение уравнений (8.70) дает значения амплитуды и начальной фазы:
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В результате искомый закон движения центра масс палочки принимает вид:


[image: image150.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

t

R

g

t

5

3

3

cos

)

(

0

a

a

.                                                       (8.72)
Задача 8.3

(Свободные незатухающие колебания)
На тележке массой М, стоящей на горизонтальных рельсах, подвешен математический маятник длиной l и массой m. Тележка может катиться по рельсам без трения. Тележке сообщили начальную скорость V0 так, что при этом нить маятника осталась вертикальной. Найти законы движения маятника и тележки относительно лабораторной системы отсчета при малых углах отклонения нити маятника от вертикали. Определить, при каких соотношениях масс маятника и тележки амплитуды их колебаний 
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 и 
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 будут максимальными. 
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Решение

I. При решении задачи используем две системы отсчета: инерциальную лабораторную систему, связанную с рельсами, и неинерциальную, связанную с тележкой. Направим ось Х инерциальной системы отсчета вдоль рельсов, по которым катится тележка (см. рис. 8.18), начало отсчета которой совпадает с положением маятника в начальный момент времени. 
После сообщения начальной скорости V0 тележке маятник в неинерциальной системе отсчета будет колебаться относительно неподвижной оси, проходящей через точку подвеса O, в то время как в инерциальной системе отсчета его движение является суперпозицией поступательного движения вместе с тележкой и колебательного движения относительно тележки. 
Задачу решаем динамическим методом. На маятник в неинерциальной системе отсчета действуют три силы (рис. 8.18) – сила тяжести mg, сила натяжения нити Т и переносная сила инерции 
[image: image153.wmf]ïåð

F

. Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем.
II. Переносная сила инерции, действующая на маятник, в соответствии с (4.16) в п. 4.1. Теоретический материал Главы 4 равна:
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где 
[image: image155.wmf]M
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 – ускорение тележки (и жестко связанной с ней неинерциальной системы) относительно инерциальной системы отсчета.
Запишем уравнение вращательного движения (уравнение моментов; см. (6.48) в п. 6.1.2 Главы 6) маятника в неинерциальной системе отсчета относительно оси, проходящей через точку подвеса O перпендикулярно плоскости чертежа (рис. 8.18):
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где 
[image: image157.wmf]a

 – угол отклонения маятника от вертикали (см. рис. 8.18). При записи уравнения (8.74) учтено, что относительно выбранной оси момент инерции маятника равен 
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, а момент силы натяжения нити равен нулю.

В соответствии с принципом суперпозиции движений координата маятника 
[image: image159.wmf])

(

t

x

m

 относительно инерциальной системы отсчета равна:
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где 
[image: image161.wmf])
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 – координата точки подвеса маятника, жестко связанной с тележкой, относительно инерциальной системы отсчета. 

Уравнение кинематической связи (уравнение, связывающее угловое ускорение маятника 
[image: image162.wmf])
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 и ускорение тележки 
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) можно получить, рассматривая движение центра масс системы тел «маятник + тележка» относительно инерциальной системы отсчета. Координата центра масс 
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 системы тел (см. (3.1) в п. 3.1. Теоретический материал Главы 3) равна:
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По условию задачи на указанную систему тел не действуют внешние силы вдоль оси Х (силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем), следовательно, в соответствии со вторым законом Ньютона ускорение центра масс равно нулю:
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При этом центр масс данной системы тел в зависимости от начальных условий будет двигаться вдоль оси X с постоянной скоростью или покоиться. 
Дифференцируя (8.76) дважды по времени с учетом (8.75) и (8.77), получаем следующее уравнение кинематической связи для ускорений: 

[image: image167.wmf](

)

0

cos

sin

)

(

2

=

+

-

+

+

a

a

a

a

&

&

&

&

&

ml

x

M

m

M

.                            (8.78)

При малых углах отклонения маятника (
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a

@

sin

) уравнения (8.74), (8.75) и (8.78) преобразуются к виду: 
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Полученная система уравнений (8.79) – (8.81) позволяет найти искомые законы движения маятника 
[image: image172.wmf])
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 и тележки 
[image: image173.wmf])
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 относительно лабораторной инерциальной системы отсчета.
III. Преобразуя систему уравнений (8.79) – (8.81), получаем уравнение гармонических колебаний (см. формулу (8.1) в п. 8.1.1. Собственные гармонические колебания) маятника относительно тележки:
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Следовательно, частота собственных колебаний маятника 
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 равна:
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На рис. 8.19 изображена зависимость частоты колебаний маятника 
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 от отношения масс 
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 маятника и тележки (при l = 2 м). Отметим, что при увеличении массы маятника частота колебаний монотонно возрастает, а при достаточно малой массе маятника 
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 частота его колебаний совпадает с частотой колебаний математического маятника с неподвижной точкой подвеса (8.17) – 
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Решением уравнения (8.82) является гармоническая функция:
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Амплитуда 
[image: image182.wmf]A

 и начальная фаза 
[image: image183.wmf]0
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 в (8.84) определяются начальными условиями, которые в соответствии с условиями задачи записываются в виде:
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В результате для угла отклонения маятника имеем:
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Дифференцируя (8.87) дважды по времени и подставляя 
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 в (8.81) получаем дифференциальное уравнение второго порядка для координаты тележки 
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Интегрируя (8.88) с начальными условиями 
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находим искомый закон движения тележки относительно лабораторной инерциальной системы отсчета:
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где 
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На рис. 8.20 изображены зависимости координаты тележки 
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 от времени при различных значениях отношения масс 
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 маятника и тележки. 
Зависимости получены в соответствии с (8.91) при значениях начальной скорости тележки 
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. Как видим, поступательное движение тележки представляет собой суперпозицию движения с постоянной скоростью 
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 и гармонических колебаний с частотой 
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 и амплитудой 
[image: image200.wmf]M

A

 (см. (8.91)). 
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Заметим, что при достаточно малой массе маятника 
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 колебательное движение тележки практически незаметно, поскольку происходит с малыми амплитудой 
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 и частотой. 
Искомый закон движения маятника 
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 относительно лабораторной инерциальной системы отсчета находим, используя принцип суперпозиции движений (8.90) и полученные законы изменения угла отклонения 
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 маятника (8.87) и движения 
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где 
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На рис. 8.21 изображены зависимости координаты маятника 
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 от времени при различных значениях отношения масс 
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 маятника и тележки. Зависимости получены в соответствии с (8.93) при тех же значениях начальной скорости тележки и длины маятника, что и в случае расчета зависимостей координаты тележки (см. рис. 8.20). Как видим, движение маятника, как и в случае тележки, представляет собой суперпозицию движения с той же постоянной скоростью 
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 и гармонических колебаний с той же частотой 
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, но другой амплитудой 
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 (см. (8.94)). Заметим, что колебательное движение маятника практически незаметно при достаточно большой массе маятника 
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, поскольку происходит с малой амплитудой 
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На рис. 8.22 изображены зависимости амплитуд колебаний тележки 
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 и маятника 
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 от соотношения их масс при указанных выше значениях начальной скорости тележки и длины маятника. Как видим, амплитуда колебаний маятника 
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 монотонно уменьшается с увеличением отношения масс 
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. При этом амплитуда колебаний тележки 
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 сначала возрастает, достигая максимума, а затем монотонно убывает. 
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Амплитуда колебаний маятника 
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 в соответствии с (8.94) стремится к своему максимальному значению 
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 при неограниченном уменьшении отношения масс маятника и тележки 
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Амплитуда колебаний тележки 
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 в соответствии с (8.92) максимальна при значении отношения масс маятника и тележки 
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 независимо от начальной скорости тележки и длины маятника и равна 
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Задача 8.4

(Свободные незатухающие колебания)
Тело вращения с максимальным радиусом 
[image: image226.wmf]r

, моментом инерции 
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 (относительно его оси симметрии) и массой 
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 катается без проскальзывания по цилиндрической поверхности опоры радиусом 
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, совершая малые колебания около положения равновесия (рис. 8.23). Найти частоту этих колебаний.
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Решение

I. На тело в процессе движения действуют сила тяжести 
[image: image230.wmf]g
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, сила нормальной реакции опоры 
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 и сила трения покоя 
[image: image232.wmf]тр
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 в точке соприкосновения тела с цилиндрической поверхностью (см. рис. 8.23). Силой сопротивления воздуха пренебрегаем. Тело вращения и опору считаем абсолютно твердыми телами, поэтому трение качения не учитываем. 

Задачу решаем энергетическим методом. Механическая энергия тела, катающегося без проскальзывания по цилиндрической поверхности, сохраняется, поскольку суммарная работа всех непотенциальных сил, действующих на него, равна нулю (см. п. 3.1.3 в Главе 3). 

II. Кинетическая энергия тела по теореме Кенига равна сумме кинетической энергии поступательного движения тела со скоростью, равной скорости центра масс 
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, и энергии вращательного движения с угловой скоростью 
[image: image234.wmf]w

 вокруг оси, проходящей через центр масс (см. (7.10) в п. 7.1. Теоретический материал в Главе 7):
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Здесь J – момент инерции тела, относительно оси, проходящей через центр масс, а скорость центра масс тела в соответствии с рис. 8.22 равна
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где ( – угол, задающий положение центра масс тела на цилиндрической поверхности. 
Если принять потенциальную энергию тела в положении его равновесия равной нулю, то при отклонении центра масс на угол 
[image: image237.wmf]a

 потенциальная энергия становится равной (см. рис. 8.23)
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Поскольку механическая энергия тела сохраняется, то 
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Поскольку тело осуществляет плоское движение, рассмотрим это движение как вращение вокруг мгновенной оси с угловой скоростью 
[image: image240.wmf]w

. По условию задачи качение происходит без проскальзывания, следовательно, мгновенная ось вращения проходит через точки соприкосновения тела с цилиндрической поверхностью и скорость центра масс тела равна: 
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Приравнивая правые части выражений (8.96) и (8.99) для скорости центра масс, получаем уравнение кинематической связи для угловой скорости вращения 
[image: image242.wmf]w

 тела вокруг оси, проходящей через центр масс, и угловой скорости вращения 
[image: image243.wmf]a
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 центра масс вокруг геометрической оси цилиндрической поверхности:
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III. Решая совместно уравнения (8.95) – (8.98) и (8.100), получаем уравнение гармонических колебаний тела:
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Сравнивая (8.101) с (8.1), получаем искомое выражение для частоты собственных гармонических колебаний тела вращения:
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В частности, для сплошного цилиндра 
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 полученное выражение принимает вид:
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Задача 8.5

(Свободные незатухающие колебания)
Определить частоту 
[image: image251.wmf]0

w

 малых собственных гармонических колебаний жидкости в тонкой трубке U-образной формы с изменяющимся вдоль трубки поперечным сечением, помещенной в поле сил тяжести Земли. Считать заданной зависимость площади поперечного сечения трубки S от координаты s вдоль трубки, а также длину заполненной жидкостью части трубки L.

Решение

I. Поскольку в условии задачи не оговаривается иное, жидкость будем считать невязкой и несжимаемой. Задачу решаем энергетическим методом. Примем за ноль отсчета потенциальной энергии жидкости ее положение равновесия. По условию задачи сообщающиеся сосуды имеют неправильную форму, следовательно, смещение различных частиц жидкости при колебаниях будет различно, в отличие от колебаний в трубке с постоянным поперечным сечением. Введем обозначения: A1 – амплитуда малых гармонических колебаний жидкости в левом колене трубки, A2 – амплитуда малых гармонических колебаний в правом колене, ρ – плотность жидкости.

II. Пусть площадь поперечного сечения трубки есть известная функция координаты вдоль трубки S(s). Масса всей жидкости равна 
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 (L – длина заполненной жидкостью части трубки). Колебания считаем малыми, поэтому площадь поперечного сечения трубки на расстоянии двойной амплитуды колебаний можно считать неизменной. Следовательно, если 
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 – площади сечения правой и левой свободных поверхностей несжимаемой жидкости в трубке соответственно, то
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Будем отсчитывать координату s от левой свободной поверхности жидкости в положении равновесия. Координата правой свободной поверхности в положении равновесия равна длине столба жидкости 
[image: image256.wmf]L
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 площадью S находим из условия 
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, аналогичного (8.105). Тогда в случае гармонических колебаний амплитуда V колебаний скорости частиц жидкости в сечении трубки с координатой s равна


[image: image259.wmf]S

S

A

A

V

1

1

0

0

w

w

=

=

.                                                               (8.106)

Запишем кинетическую энергию всей жидкости в момент прохождения ею положения равновесия:
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Через четверть периода вся энергия будет потенциальной и определяться работой сил тяжести по перемещению объема жидкости 
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Поскольку силами вязкого трения и сопротивления воздуха пренебрегаем, механическая энергия жидкости сохраняется:
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III. Подставляя (8.107) и (8.108) в (8.109), получим уравнение для частоты собственных колебаний жидкости 
[image: image265.wmf]0
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Из (8.110) непосредственно следует выражение для искомой частоты собственных колебаний жидкости в трубке:
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Полученное выражение (8.111) при S = const переходит в известную формулу для частоты собственных колебаний жидкости в U-образной трубке с постоянным поперечным сечением:


[image: image268.wmf]L

g

2

0

=

w

.                                                                            (8.112)

Задача 8.6

(Свободные затухающие колебания)

Ступенчатый цилиндрический блок может вращаться без трения вокруг закрепленной горизонтальной оси, совпадающий с осью симметрии блока. Радиусы цилиндров блока – 
[image: image269.wmf]R

 и 
[image: image270.wmf]r

. Момент инерции блока относительно указанной оси равен 
[image: image271.wmf]J

. На цилиндры намотаны две невесомые нерастяжимые нити, начала которых закреплены на разных цилиндрах. На конце правой нити висит тело массой 
[image: image272.wmf]m

. Конец левой нити прикреплен к легкой пружине с коэффициентом жесткости 
[image: image273.wmf]k

, нижний конец которой закреплен так, что ось пружины вертикальна (рис. 8.24). Тело совершает малые вертикальные колебания в жидкости с коэффициентом вязкого трения 
[image: image274.wmf]h

. Определить закон движения тела, если в положении равновесия ему сообщили скорость 
[image: image275.wmf]0
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Решение

I. Задачу решаем динамическим методом в лабораторной инерциальной системе отсчета. Направим ось X декартовой системы координат вертикально вниз (см. рис. 8.25). На тело массой 
[image: image276.wmf]m

 действуют четыре силы – сила тяжести mg, сила Архимеда FAрх, сила натяжения нити 
[image: image277.wmf]1

T

 и сила вязкого трения, пропорциональная скорости тела 
[image: image278.wmf]x
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 (см. (2.12) в п. 2.1.2.В Главы 2). Под действием указанных сил тело совершает вертикальные затухающие колебания. 
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II. Запишем уравнение движения тела в проекции на ось Х:
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Запишем также уравнение моментов для блока относительно закрепленной оси, совпадающей с осью симметрии блока и направленной за плоскость чертежа (рис. 8.25):
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Здесь 
[image: image281.wmf]a

 – угол поворота блока, 
[image: image282.wmf]1

T

 и 
[image: image283.wmf]2

T

 – силы натяжения правой и левой нитей, действующие на блок. 

Нить считаем невесомой, следовательно, сила натяжения левой нити равна силе упругости, с которой пружина действует на нить:
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где 
[image: image285.wmf]пр

x

 – координата точки крепления левой нити к пружине, 
[image: image286.wmf]пр,0

x

 – координата той же точки при нерастянутой пружине.

Поскольку нити по условию задачи нерастяжимы, изменение угла поворота блока и изменение координат тела и точки крепления нити к пружине связаны соотношениями:
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Дифференцируя (8.116) по времени, получаем уравнение кинематической связи углового ускорения блока и ускорения тела:
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Исключая изменение угла поворота блока 
[image: image290.wmf]a
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 из (8.116) и (8.117), получаем уравнение кинематической связи изменений координат точки крепления левой нити к пружине и тела:
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Воспользовавшись (8.119), преобразуем (8.115) к виду:
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где 
[image: image293.wmf]0

x

 – координата тела в положении, когда пружина не растянута.

В результате записана полная система уравнений (8.113), (8.114), (8.118) и (8.120), которая с учетом начальных условий позволяет получить закон движения тела. 
III. Исключая 
[image: image294.wmf]a

, 
[image: image295.wmf]1
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 и 
[image: image296.wmf]2
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 из системы уравнений (8.113), (8.114), (8.118) и (8.120), получаем дифференциальное уравнение второго порядка для координаты тела 
[image: image297.wmf]x

:
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Найдем координату тела 
[image: image299.wmf]ðàâí
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 в положении равновесия, при котором отсутствуют колебания (
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Сделаем замену переменных, означающую введение координаты тела 
[image: image303.wmf]x

, отсчитываемой от положения равновесия:


[image: image304.wmf]равн

x

x

-

=

x

.                                                                         (8.123)
В этом случае из (8.121) получим уравнение для координаты тела 
[image: image305.wmf]x
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которое имеет вид уравнения затухающих колебаний (см. (8.33) в п. 8.1. Теоретический материал). 

Сравнивая полученное уравнение с (8.33), для коэффициента затухания 
[image: image307.wmf]d

 и частоты собственных незатухающих колебаний 
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 можно записать:
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Решением уравнения (8.124) является функция
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где 
[image: image312.wmf]2
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 ( частота затухающих колебаний, определяемая параметрами рассматриваемой колебательной системы, 
[image: image313.wmf]A

 ( амплитуда и 
[image: image314.wmf]0

j

 ( начальная фаза, определяемые начальными условиями. 
При произвольном выборе начала отсчета лабораторной системы координат закон движения тела будет иметь вид:
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С учетом начальных условий, заданных в задаче, 
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находим амплитуду колебаний тела 
[image: image318.wmf]A

 и начальную фазу 
[image: image319.wmf]0
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Искомый в задаче закон движения тела описывает затухающие колебания относительно положения равновесия (см. рис. 8.26):
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[image: image628.emf] 

F 

X 

упр

F

 

упр

F

 

x

2 

x

1 

O 


Следует отметить, что полученное решение справедливо при малом затухании, когда 
[image: image323.wmf]0
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 (см. п. 8.1.2. Собственные затухающие колебания). Если неравенство не выполняется, то решением уравнения (8.121) является функция (8.41)
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где коэффициенты 
[image: image325.wmf]1

А

 и 
[image: image326.wmf]2

А

 определяются начальными условиями (8.129) и (8.130):
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При этом закон движения тела принимает вид:
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Выражение (8.136) описывает апериодический процесс (см. рис. 8.27), при котором в системе не возникает колебаний, она экспоненциально приближается к положению равновесия.
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Задача 8.7

(Свободные затухающие колебания)
[image: image630.emf] 
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Тонкий однородный диск массой m и радиусом R, подвешенный в горизонтальном положении к упругой нити, отклонили на угол 
[image: image329.wmf]0
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 от положения равновесия и отпустили с нулевой начальной угловой скоростью. Диск совершает крутильные колебания в вязкой жидкости (см. рис. 8.28). Сила вязкого трения, действующая на единицу площади поверхности диска со стороны жидкости, равна 
[image: image330.wmf]υ

f

h

-

=

в

, где 
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, ( – скорость данного элемента диска относительно жидкости. Момент упругих сил со стороны нити равен 
[image: image332.wmf]a
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, где D – постоянный коэффициент, ( – угол поворота диска относительно положения равновесия. Найти закон движения диска.

Решение

I. Используем динамический метод решения задачи. Диск будем считать абсолютно твердым телом. На него действуют три силы: сила тяжести, упругая сила со стороны нити и сила вязкого трения, действующая со стороны жидкости. Под действием указанных сил диск совершает затухающие крутильные колебания вокруг вертикальной оси, проходящей через центр диска. 
II. Запишем уравнение моментов (см. (6.48) в п. 6.1.2. Главы 6) для диска относительно вертикальной оси, проходящей через его центр:
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где J – момент инерции диска относительно оси вращения, Mв – момент сил вязкого трения. Момент силы тяжести относительно указанной оси равен нулю.
Момент инерции диска относительно его оси, совпадающей с осью вращения, равен (см. (6.44) в Главе 6):
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Запишем момент dMв силы трения, действующей на кольцеобразный элемент поверхности диска радиусом r и площадью dS = 2(rdr:
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Учитывая, что сила вязкого трения действует на обе поверхности диска, найдем суммарный момент сил трения, интегрируя по обеим поверхностям диска:
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III. Уравнение движения диска получаем подстановкой (8.140) в (8.137) с учетом (8.138) и заданного в условии задачи выражения для момента упругих сил:
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Сравнивая (8.141) с уравнением затухающих колебаний (8.33), получим выражения для коэффициента затухания 
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 и частоты собственных незатухающих колебаний диска 
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В случае слабого затухания (
[image: image342.wmf]0
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) решение уравнения (8.141) имеет вид (см. (8.34)):
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где 
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 – частота собственных затухающих колебаний диска, A – амплитуда, 
[image: image345.wmf]0
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 – начальная фаза. 

С учетом начальных условий, заданных в задаче, 
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находим амплитуду 
[image: image348.wmf]A

 и начальную фазу 
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 колебаний диска: 
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Искомый в задаче закон движения диска описывает затухающие колебания относительно положения равновесия (см. рис. 8.29):
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Полученное решение справедливо при малом затухании колебаний, когда 
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 (см. п. 8.1.2. Собственные затухающие колебания). Если неравенство не выполняется, то решением уравнения (8.141) является функция (8.41)
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где коэффициенты 
[image: image355.wmf]1

A

 и 
[image: image356.wmf]2

A

 определяются начальными условиями (8.145) и (8.146):
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При этом закон движения диска в жидкости принимает вид:
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[image: image360.wmf]t
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Выражение (8.153) описывает апериодический процесс (см. рис. 8.30), при котором в системе не возникает колебаний, она экспоненциально приближается к положению равновесия.
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Задача 8.8
(Вынужденные колебания, резонанс)

Тело массой m = 100 г, подвешенное на легкой пружине жесткостью k = 40 Н/м, совершает установившиеся колебания под действием вертикальной вынуждающей силы 
[image: image361.wmf]pt
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, частота которой 
[image: image362.wmf]p

 = 25 рад/с и амплитуда 
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. Смещение тела из положения равновесия отстает по фазе от вынуждающей силы на 
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. Определить добротность колебательной системы 
[image: image365.wmf]Q

, а также резонансную частоту 
[image: image366.wmf]рез
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, соответствующие резонансу смещения, и амплитуду смещения при резонансе 
[image: image367.wmf]рез
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.
Решение

I. На тело, подвешенное на пружине действуют четыре силы: сила тяжести, сила упругости со стороны пружины, сила сопротивления воздуха и вынуждающая сила 
[image: image368.wmf]t
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. Как было отмечено в п. 8.1.1, постоянная сила тяжести не влияет на частоту собственных колебаний, она лишь смещает положение равновесия. Поэтому решение задачи будет справедливо как при вертикальных, так и при горизонтальных колебаниях тела на пружине. По условию задачи пружина легкая, ее массой пренебрегаем, считая ее равной нулю. 

II. Искомая добротность колебательной системы определяется выражением (8.40):
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Здесь ω – частота собственных затухающих колебаний тела, которая в соответствии с п. 8.1.2 равна:
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Частота собственных незатухающих колебаний 
[image: image371.wmf]0
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 тела на невесомой пружине (см. (8.8)) определяется массой тела m и коэффициентом жесткости пружины k:
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Коэффициент затухания (, входящий в формулы (8.154) и (8.155), определяет заданный в условии задачи фазовый сдвиг ( между смещением и вынуждающей силой в соответствии с выражением (8.46): 
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Искомая резонансная частота при резонансе смещения в соответствии с (8.48) определяется выражением:

[image: image374.wmf]2

2

0

рез

2

d

w

-

=

p

.                                                                (8.158)

При резонансной частоте искомая амплитуда вынужденных колебаний (см. (8.49)) равна:
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Получена полная система уравнений (8.154) – (8.159) относительно неизвестных в задаче величин – добротности 
[image: image376.wmf]Q

, резонансной частоты 
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 и амплитуды смещения при резонансе 
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III. Совместное решение уравнений (8.154) – (8.157) дает выражение для добротности колебательной системы:
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Искомую резонансную частоту 
[image: image380.wmf]рез
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 находим, решая систему уравнений (8.156) – (8.158): 
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Амплитуду смещения при резонансе 
[image: image382.wmf]рез
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 определяем, решая систему уравнений (8.156), (8.157) и (8.159):

[image: image383.wmf]=

-

-

-

=

=

2

2

2

0

2

2

2

0

2

0

2

0

рез

рез

4

)

(

tg

tg

)

(

)

(

p

p

p

m

p

F

p

A

A

w

j

w

j

w


        
[image: image384.wmf](
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Подставляя численные значения заданных в условии задачи величин в полученные формулы (8.160) ( (8.162), получаем:
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Задача 8.9

(Вынужденные колебания, резонанс)

Горизонтальный пружинный маятник совершает вынужденные колебания под действием гармонической силы 
[image: image388.wmf])
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. Коэффициент затухания маятника равен 
[image: image389.wmf]d

, а частота его собственных незатухающих колебаний – 
[image: image390.wmf]0

w

. Найти отношение средней за период мощности вынуждающей силы F(t) при частоте, соответствующей резонансу смещения, к максимальной средней мощности этой силы. 
Решение

I. Рассмотрим колебания маятника под действием гармонической вынуждающей силы 
[image: image391.wmf])
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 в установившемся режиме, когда собственными затухающими колебаниями можно пренебречь (см. п. 8.1.3). 
II. В установившемся режиме координата и скорость маятника меняются по законам (см. (8.47) и (8.53)):


[image: image392.wmf])

cos(

)

(

j

+

=

t

p

a

t

x

,                                                              (8.163)

[image: image393.wmf])

sin(

)

(

j

u

+

-

=

t

p

ap

t

.                                                          (8.164)
Запишем элементарную работу 
[image: image394.wmf]A
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 вынуждающей силы F, совершаемую за физически бесконечно малый интервал времени:
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где в соответствии с условием задачи вынуждающая сила равна:
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Суммарную работу этой силы за период колебаний 
[image: image397.wmf]T

 находим интегрированием элементарной работы:


[image: image398.wmf]ò

=

T

t

t

t

F

A

0

d

)

(

)

(

u

.                                                                  (8.167)
Запишем среднюю за период мощность вынуждающей силы:
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Система уравнений (8.163) – (8.168) позволяет получить зависимость средней мощности 
[image: image400.wmf]ср
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 вынуждающей силы от частоты p. Для нахождения искомого в задаче отношения средней за период мощности силы F при частоте, соответствующей резонансу смещения, к максимальной средней мощности этой силы необходимо найти максимум средней мощности, а также дополнить полученную систему уравнений выражениями (8.45), (8.46) и (8.48) для амплитуды вынужденных колебаний 
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III. Интегрируя (8.168) с учетом (8.167) и заданного в задаче закона изменения вынуждающей силы F(t), получаем:
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Найдем 
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, входящий в формулу (8.172), воспользовавшись (8.170):
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Подставляя (8.173) и (8.169) в (8.172), получаем зависимость средней мощности вынуждающей силы от частоты: 
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Частоту вынуждающей силы 
[image: image411.wmf]max
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, при которой ее средняя мощность достигает максимума, находим из условия 
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Заметим, что частота 
[image: image414.wmf]max
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 совпадает с частотой, соответствующей резонансу скорости (см. п. 8.1.3).
Подстановка (8.175) в (8.174) дает выражение для максимальной средней мощности вынуждающей силы:
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Выражение для средней мощности вынуждающей силы при частоте, соответствующей резонансу смещения, находим подставляя (8.171) в (8.174):
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Искомое отношение средней за период мощности вынуждающей силы F(t) при частоте, соответствующей резонансу смещения, к максимальной средней мощности этой силы находим, воспользовавшись (8.176) и (8.177):
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Заметим, что полученное соотношение мощностей справедливо при 
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. При значениях коэффициента затухания 
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 в колебательной системе резонанс смещения не наблюдается (а резонанс скорости существует). 

Задача 8.10
(Свободные незатухающие колебания системы 
с двумя степенями свободы)
[image: image633.emf] 
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Два маленьких шарика массой 
[image: image420.wmf]m

 подвешены к потолку на невесомых стержнях длиной 
[image: image421.wmf]l

, образуя два математических маятника. Эти маятники связаны между собой легкой пружиной жесткостью 
[image: image422.wmf]k

 (см. рис. 8.31). В положении равновесия пружина не растянута, а точки ее крепления к стержням находятся на расстоянии 
[image: image423.wmf]a

 от точек шарнирного подвеса стержней к потолку. Определить законы изменения углов отклонения маятников от положения равновесия 
[image: image424.wmf])
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 при малых колебаниях в трех случаях: 

1) оба маятника отклонили в одну сторону на одинаковый угол 
[image: image426.wmf]0
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 от положения равновесия в момент времени 
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 и отпустили с нулевой начальной скоростью;

2) маятники отклонили в разные стороны на одинаковые углы 
[image: image428.wmf]0
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 от положения равновесия в момент времени 
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 и отпустили с нулевой начальной скоростью;

3) в начальный момент времени 
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 одному из покоящихся в положении равновесия шариков сообщили начальную скорость 
[image: image431.wmf]0

u

, направленную от положения равновесия.
Решение

I. На каждый маятник действуют в процессе движения три силы: сила тяжести 
[image: image432.wmf]mg

, сила упругости со стороны пружины 
[image: image433.wmf]i

F

 (i = 1, 2) и сила реакции потолка, не изображенная на рис. 8.31. Силами трения о воздух и в подвесе пренебрегаем. В соответствии с начальными условиями, сформулированными в задаче, маятники колеблются в плоскости, совпадающей с плоскостью чертежа (рис. 8.31). Задачу решаем динамическим методом в инерциальной лабораторной системе отсчета, жестко связанной с потолком.
II. Запишем уравнение моментов (см. (6.48) в п. 6.1.2. Главы 6) для каждого из маятников относительно неподвижных осей, проходящих через точку их крепления к потолку перпендикулярно плоскости колебаний (см. рис. 8.31):
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При малых углах отклонения маятников от вертикали пренебрегли отклонением пружины в процессе колебаний от ее горизонтальной ориентации в положении равновесия. При записи уравнений (8.179) и (8.180) учтено также, что моменты сил реакции потолка относительно выбранных осей равны нулю. 

Сила упругости, действующая со стороны пружины на первый маятник, в соответствии с законом Гука (см. (2.5) в п. 2.1.2 Главы 2), равна:
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Поскольку пружина невесома, то согласно второму закону Ньютона силы, действующие со стороны стержней на пружину, равны, а, следовательно, равны и силы, действующие на стержни со стороны пружины (в соответствии с третьим законом Ньютона):
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Подставляя (8.181), (8.182) в (8.179), (8.180) и учитывая малость углов 
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), получаем систему связанных дифференциальных уравнений второго порядка: 
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Делая замену переменных
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получаем два независимых уравнения гармонических колебаний (8.1) для новых переменных 
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Следовательно, при колебаниях маятников переменные 
[image: image449.wmf]1

x

 и 
[image: image450.wmf]2

x

 изменяются по гармоническим законам:
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где частоты колебаний 
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 и 
[image: image454.wmf]2
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 в соответствии с (8.187) и (8.188) определяются параметрами маятников и пружины:
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Амплитуды 
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 и начальные фазы 
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 колебаний переменных 
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 определяются начальными условиями. 

Переходя к углам отклонения стержней от вертикали из (8.185), (8.186), (8.189) и (8.190) получаем искомые законы изменения углов отклонения маятников от положения равновесия 
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Определим параметры 
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 колебаний в трех различных случаях задания начальных условий. Для этого сначала найдем угловые скорости движения маятников, дифференцируя (8.193) и (8.194) по времени:
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1. В случае, когда оба маятника отклонили в одну сторону на одинаковый угол 
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 от положения равновесия в момент времени 
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 и отпустили с нулевой начальной скоростью, начальные условия записываются в виде: 
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Воспользовавшись формулами (8.193) ( (8.196) для параметров 
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При этом искомые законы движения маятников принимают вид:
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Как видим, в первом случае задания начальных условий маятники колеблются по гармоническому закону с одинаковой частотой 
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 и нулевой начальной фазой. 
2. Во втором случае, когда маятники отклонили в разные стороны на одинаковые углы 
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 от положения равновесия в момент времени 
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 и отпустили с нулевой начальной скоростью, начальные условия имеют вид:
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Как и в первом случае начальных условий, воспользовавшись формулами (8.193) ( (8.196) для параметров 
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При этом искомые законы движения маятников имеют вид:
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Как видим, во втором случае задания начальных условий маятники колеблются по гармоническому закону в противофазе с одинаковой частотой 
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3. В случае, когда в начальный момент времени 
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 одному из покоящихся в положении равновесия шариков сообщили начальную скорость 
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, направленную от положения равновесия, начальные условия записываются в виде:
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Как и в предыдущих случаях начальных условий, воспользовавшись формулами (8.193) ( (8.196) для параметров 
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При этом искомые законы движения маятников принимают вид:
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Как видим, в третьем случае задания начальных условий движение маятников представляют собой суперпозицию двух гармонических колебаний с частотами 
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Для анализа полученного решения законы движения маятников удобно записать в виде:
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где 
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При слабой связи между маятниками 
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 оказываются близкими по величине (см. (8.191) и (8.192))
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а законы движения маятников (8.216) и (8.217) имеют вид:
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где введены обозначения
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Как видим, при слабой связи между маятниками движение маятников носит характер биений и его можно представить как колебания с частотой 
[image: image543.wmf]w

 и медленно меняющейся амплитудой с периодом 
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Биения – это периодическое изменение амплитуды колебаний, возникающее при сложении двух гармонических колебаний с близкими частотами. 
[image: image634.emf] 
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На рис. 8.32 в качестве примера таких колебаний изображены временные зависимости углов отклонения маятников при 
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Для сравнения на рис. 8.33 представлены временные зависимости углов отклонения маятников при сильно различающихся частотах 
[image: image547.wmf]9
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, что соответствует наличию сильной связи между маятниками. 

Заметим, что при специальном выборе начальных условий все элементы системы колеблются по гармоническому закону с одной и той же частотой, при этом фаза и амплитуда колебаний различных элементов системы могут различаться (первые два случая задания начальных условий в данной задаче). Такие колебания и их частоты называются нормальными (см. п. 9.1. Теоретический материал в Главе 9). 
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В общем случае при определенных начальных условиях возбуждаются все нормальные колебания (третий случай задания начальных условий в данной задаче). 

Задача 8.11
(Свободные незатухающие колебания системы 

с двумя степенями свободы)
Два шарика одинаковой массой m, соединенные нерастянутой пружинкой длиной l0 и жесткостью k, лежат на гладкой горизонтальной поверхности. На один из шариков начинает действовать постоянная сила F, направленная вдоль оси пружинки. Определить законы движения шариков, а также закон изменения длины пружинки l(t). 

Решение

I. Приложим силу F к переднему по направлению действия силы шарику (см. рис. 8.34). Задачу решаем в лабораторной инерциальной системе отсчета, связанной с горизонтальной поверхностью. Направим ось X декартовой системы координат вдоль направления действия силы и совместим начало отсчета с центром масс системы тел «два шарика + пружинка» в начальный момент времени (рис. 8.34). 
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На шарики в процессе движения действуют силы упругости со стороны пружинки, удовлетворяющие закону Гука (см. п. 2.1. Теоретический материал в Главе 2). Будем считать пружинку невесомой и, следовательно (в соответствии со вторым и третьим законами Ньютона) силы упругости, приложенные к разным шарикам, равными по модулю. Уравнения движения шариков в проекции на ось X выбранной системы координат имеют вид:
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где x2 и x1 – координаты переднего и заднего (по направлению действия силы) шариков. 
Полученная система уравнений (8.222) – (8.223) является системой двух связанных дифференциальных уравнений второго порядка, которую легко свести к двум независимым уравнениям для длины пружинки 
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 и координаты центра масс системы 
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Вычитая из (8.222) уравнение (8.223), получаем уравнение для длины пружинки
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Сделаем замену переменной 
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При этом уравнение (8.226) сводится к уравнению гармонических колебаний (8.1):
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Решение этого уравнения имеет вид:
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где угловая частота 
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 гармонических колебаний равна
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а амплитуда A и начальная фаза 
[image: image562.wmf]0
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 определяются начальными условиями, заданными в задаче: 
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В результате решения системы уравнений (8.224), (8.227), (8.231) и (8.232) получаем закон изменения длины пружинки: 

[image: image567.wmf]0

0

)

cos

1

(

2

)

(

l

t

k

F

t

l

+

-

=

w

.                                                    (8.233)

На рис. 8.35 изображена зависимость длины пружинки от времени l(t). Как видим, пружинка в процессе движения шариков находится в растянутом состоянии, периодически меняя свою длину по гармоническому закону от 
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 (длины нерастянутой пружинки) до значения 
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Сложение уравнений (8.222) и (8.223) с учетом выражения для координаты центра масс (8.225) дает уравнение для ускорения центра масс:
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Решение этого уравнения с учетом начальных условий (8.231), (8.232) имеет вид:
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Переходя от переменных 
[image: image572.wmf])

(

t

l

 и 
[image: image573.wmf])

(

цм

t

x

 к координатам шариков с помощью (8.224) и (8.225) из (8.233) и (8.235) получаем законы движения шариков:
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На рис. 8.36 изображены зависимости координат шариков от времени. Как видим, движение шариков является суперпозицией равноускоренного движения с ускорением центра масс системы 
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 и колебательного движения с частотой 
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, при этом колебания шариков происходят в противофазе. 
Заметим, что, если приложить силу F к заднему по отношению к ее направлению шарику, то пружинка в процессе движения шариков находится в сжатом состоянии, периодически меняя свою длину по гармоническому закону от 
[image: image578.wmf]0

l

 до значения 
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8.4. Задачи для самостоятельного решения
Задача 1
В бочке с жидкостью плотностью ( в вертикальном положении плавает пробирка массой М. В пробирку падает кусочек пластилина массой 
[image: image580.wmf]ò

. Пролетев по вертикали расстояние 
[image: image581.wmf]h

, он прилипает к дну пробирки. Пренебрегая трением, найти амплитуду колебаний пробирки, если площадь ее поперечного сечения равна 
[image: image582.wmf]S
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Ответ: 
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Задача 2
На тележке массой М закреплен горизонтальный стержень, по которому может без трения скользить муфта массой т. Две пружины, надетые на стержень, одним концом прикреплены к муфте, а другим – к тележке. Общий коэффициент жесткости пружин равен k. В состоянии равновесия центры масс муфты и тележки находятся на одной вертикали. Муфту смещают от положения равновесия на небольшое расстояние l и отпускают с нулевой начальной скоростью. Определить частоту ( и амплитуды колебаний муфты Aм и тележки Aт. Трением пренебречь.

Ответ: 
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Задача 3
В сплошном цилиндре радиусом R сделана цилиндрическая полость радиусом R/2 с осью, проходящей через середину радиуса цилиндра параллельно его оси. Определить период малых колебаний, которые возникнут, если положить цилиндр на шероховатую горизонтальную поверхность и вывести его из состояния равновесия. 

Ответ: 
[image: image587.wmf]g
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Задача 4
[image: image639.emf] 

Однородный стержень массой m совершает малые колебания вокруг горизонтальной оси, проходящей через точку О. Правый конец стержня подвешен на невесомой пружине жесткостью 
[image: image588.wmf]k

 (см. рис.). Найти период колебаний стержня, если в положении равновесия он горизонтален. 
Ответ: 
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Задача 5
[image: image640.emf] 
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Найти частоту малых колебаний тонкого однородного стержня массой m и длиной 
[image: image590.wmf]l

 вокруг горизонтальной оси, проходящей через точку О (см. рис.). Жесткость пружины равна 
[image: image591.wmf]k

, ее масса пренебрежимо мала. В положении равновесия стержень вертикален. 

Ответ: 
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Задача 6
В сплошном шаре радиусом R сделана шарообразная полость радиусом R/2 с центром, расположенным в середине радиуса шара. Определить период малых колебаний, которые возникнут, если положить шар на шероховатую горизонтальную поверхность и вывести его из состояния равновесия. 

Ответ: 
[image: image593.wmf]g
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Задача 7
Найти добротность Q математического маятника длиной l = 50 см, если за промежуток времени τ = 5,2 мин его механическая энергия уменьшилась в η = 4∙104 раз.

Ответ: 
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Задача 8
Под действием момента внешних сил 
[image: image595.wmf]t
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 тело, подвешенное на упругой нити, совершает установившиеся вынужденные крутильные колебания по закону 
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. Найти работу сил трения, действующих на тело, за период колебания.
Ответ: 
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Задача 9
При частотах вынуждающей гармонической силы 
[image: image598.wmf]1
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 и 
[image: image599.wmf]2
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 амплитуда скорости осциллятора равна половине своего максимального значения при резонансе. Найти частоту, соответствующую резонансу скорости.

Ответ: 
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Задача 10
В условиях предыдущей задачи определить коэффициент затухания и частоту затухающих колебаний.

Ответ: 
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Рис. 8.36
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Рис. 8.34
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Рис. 8.5. Зависимости кинетической Ek и потенциальной Ep энергий маятника от времени в случае собственных гармонических колебаний





Рис. 8.33





Рис. 8.32
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Рис. 8.17


























Рис. 8.16
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Рис. 8.2. Зависимость обобщенной координаты � EMBED Equation.3  ��� от времени в случае периодического процесса

















Рис. 8.3. Зависимость обобщенной координаты � EMBED Equation.3  ��� от времени в случае гармонических колебаний




















Рис. 8.10. Зависимость обобщенной координаты � EMBED Equation.3  ��� от времени в случае апериодического движения при � EMBED Equation.3  ���

















Рис. 8.8. Зависимость обобщенной координаты � EMBED Equation.3  ��� от времени в случае затухающих колебаний





Рис. 8.1. Зависимость обобщенной координаты � EMBED Equation.3  ��� от времени в случае колебаний 





Рис. 8.6. Математический маятник





Рис. 8.4. Пружинный маятник





Рис. 8.11. Зависимость обобщенной координаты � EMBED Equation.3  ��� от времени в случае критического затухания





Рис. 8.7. Физический маятник























Рис. 8.13. Зависимость начальной фазы вынужденных колебаний ((p) от частоты p при различных коэффициентах затухания (





Рис. 8.12. Зависимость амплитуды вынужденных колебаний A(p) от частоты p при различных коэффициентах затухания (















































Рис. 8.14. Зависимость амплитуды изменения обобщенной скорости A(p)p при вынужденных колебаниях от частоты p для различных коэффициентов затухания (











Рис. 8.9. Зависимость обобщенной координаты � EMBED Equation.3  ��� от времени в случае апериодического движения при � EMBED Equation.3  ���
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