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Глава 7. Законы сохранения момента импульса и механической энергии 


глава 7
Законы сохранения момента импульса и 
механической энергии. Гироскопы. 
Гироскопические силы

7.1. Теоретический материал

Закон сохранения момента импульса (количества движения) механической системы относительно точки
 – момент импульса механической системы 
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 относительно инерциальной системы отсчета сохраняется, если сумма моментов внешних сил 
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 относительно данной точки равна нулю:

[image: image3.wmf]0

d

d

ex

=

=

M

L

t

 или 
[image: image4.wmf]0

d

=

L

.                                                       (7.1)

Закон сохранения момента импульса (количества движения) механической системы относительно оси – момент импульса механической системы 
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 относительно инерциальной системы отсчета сохраняется, если сумма моментов внешних сил 
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 относительно данной оси равна нулю:
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Для конечного интервала времени законы сохранения моментов импульса механической системы относительно точки и оси в соответствии с (7.1) и (7.2) можно записать в виде: 


[image: image9.wmf]0

)

(

)

(

Δ

1

2

=

-

º

t

t

L

L

L

 или 
[image: image10.wmf])

(

)

(

2

1

t

t

L

L

=

,                                (7.3)


[image: image11.wmf]0

)

(

)

(

Δ

1

2

=

-

º

t

L

t

L

L

n

n

n

 или 
[image: image12.wmf])

(

)

(

2

1

t

L

t

L

n

n

=

.                         (7.4)

Законы сохранения моментов импульса относительно точки и оси являются прямым следствием законов их изменений (см. (6.38) и (6.39) в п. 6.1 Теоретический материал в Главе 6). 
Кинетическая энергия абсолютно твердого тела
 в случае его произвольного движения равна: 
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Здесь mi и 
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υ

 – массы и скорости материальных точек, из которых состоит абсолютно твердое тело, 
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 – скорость начала системы отсчета S', жестко связанной с телом, 
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 – угловая скорость системы S', 
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 – радиус-векторы материальных точек тела относительно системы S', 
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 – радиус-вектор центра масс (см. Главу 3) тела относительно системы S'.

Если начало отсчета системы S', связанной с абсолютно твердым телом, совпадает с центром масс тела, то его кинетическая энергия равна сумме кинетической энергии поступательного движения тела со скоростью центра масс и кинетической энергии вращательного движения тела вокруг оси, проходящей через центр масс:
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где 
[image: image22.wmf]цм

υ

 – скорость центра масс тела. 

Кинетическая энергия вращающегося тела вокруг неподвижной оси: 
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где J – момент инерции тела относительно оси вращения, ( – угловая скорость вращения тела. 
Работа внешних сил при повороте тела вокруг оси:
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где Mn – момент сил относительно оси (см. п. 6.1 Теоретический материал в Главе 6), (1 и (2 – начальное и конечное значения угла поворота. 
Кинетическая энергия абсолютно твердого тела в случае его плоского движения:
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Здесь смысл обозначений физических величин тот же, что и в (7.5) и (7.7). 

Если начало отсчета системы S', связанной с абсолютно твердым телом, находится в центре масс тела, то его кинетическая энергия равна сумме кинетической энергии поступательного движения тела со скоростью центра масс и кинетической энергии вращательного движения тела вокруг оси, проходящей через центр масс, и в случае плоского движения равна (теорема Кенига):
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где 
[image: image28.wmf]цм
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 – скорость центра масс тела, 
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 – момент инерции тела относительно оси вращения, проходящей через его центр масс. 

Кинетическая энергия абсолютно твердого тела, записанная через момент инерции тела 
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 относительно мгновенной оси вращения
:
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Кинетическая энергия абсолютно твердого тела, закрепленного в точке:
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где 
[image: image33.wmf]i
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 – радиус-векторы материальных точек, из которых состоит тело, относительно закрепленной точки этого тела. Если воспользоваться математическим соотношением 
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Здесь 
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 – тензор инерции тела, характеризующий распределение массы тела относительно точки; 
[image: image41.wmf]ab
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 – символ Кронекера. 
Кинетическая энергия абсолютно твердого тела закрепленного на оси:
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где 
[image: image43.wmf]n

J

 – момент инерции тела относительно оси. 
В данной главе рассматриваются системы, состоящие из совокупности абсолютно твердых тел и материальных точек. Эти системы являются частными случаями механической системы, для которой в Главе 3 сформулированы законы изменения и сохранения механической энергии. 
Закон изменения механической энергии системы – изменение   механической  энергии  системы  равно  работе  внутренних 
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или для конечного интервала времени 
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Закон сохранения механической энергии системы – если работа всех непотенциальных сил равна нулю, то механическая энергия системы относительно инерциальной системы отсчета сохраняется:
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Гироскопы

Гироскоп – это аксиально-симметричное тело, вращающееся с большой угловой скоростью 
[image: image50.wmf]ω

 вокруг своей оси симметрии (см. рис. 7.1). 
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Прецессия гироскопа – вращение оси симметрии гироскопа с угловой скоростью 
[image: image51.wmf]Ω

 под действием момента внешних сил наряду с его собственным вращением вокруг оси симметрии (см. рис. 7.1). 
Основные физические допущения элементарной теории гироскопа: 
- угловая скорость вращения гироскопа и его момент импульса направлены вдоль оси симметрии гироскопа; 
- величина угловой скорости вращения гироскопа вокруг своей оси 
[image: image52.wmf]ω

 гораздо больше величины угловой скорости прецессии 
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. 
В рамках принятых допущений момент импульса гироскопа L равен
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а уравнение моментов (6.38) относительно его неподвижной точки O (см. рис. 7.1) имеет вид:
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где Jz – момент инерции гироскопа относительно своей оси симметрии, M – сумма моментов внешних сил (в том числе силы тяжести), действующих на гироскоп.
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В соответствии с (7.19) ось гироскопа вместе с моментом 
[image: image56.wmf]L

 прецессирует вокруг вертикального направления с угловой скоростью 
[image: image57.wmf]Ω

. 
На рис. 7.1 видно, что:
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Следовательно, прецессия гироскопа описывается уравнением:
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С учетом уравнения моментов (7.19) для гироскопа получим:
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Заметим, что момент импульса определяет угловую скорость, а не ускорение прецессии, т.е. прецессионное движение является безинерционным!
Гироскопические силы – силы, действующие на крепление (рамку, подшипник, руки экспериментатора и т.д.) несвободного гироскопа при вынужденном вращении его оси (вынужденной прецессии) гироскопа. 

В соответствии с третьим законом Ньютона на крепление действует момент гироскопических сил:
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Правило Н.Е. Жуковского – гироскопические силы стремятся совместить момент импульса гироскопа с направлением угловой скорости вынужденного поворота. 
7.2. Основные типы задач и методы их решения

7.2.1. Классификация задач
Большинство задач, относящихся к теме "Законы сохранения момента импульса и механической энергии. Гироскопы. Гироскопические силы" можно условно отнести к следующим типам задач или их комбинациям. Задачи на 
1) законы сохранения момента импульса и механической энергии системы (в том числе включающей в себя абсолютно твердые тела),
2) гироскопы и гироскопические силы.
7.2.2. Общая схема решения задач
I. Определиться с моделями материальных объектов и явлений. 

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматриваемые тела.

2. Выбрать систему отсчета (из соображений удобства), относительно которой будут рассматриваться законы сохранения (изменения) механической энергии и момента импульса механической системы, изобразить на чертеже ее систему координат, а также точку (ось), относительно которой записываются моменты импульсов и сил.
3. Изобразить и обозначить силы и необходимые кинематические характеристики системы.

4. Выбрать механическую систему и рассматриваемый интервал (начальный и конечный моменты) времени.

5. Выбрать модели тел (если это не сделано в условии задачи) и рассмотреть особенности их движения на рассматриваемых интервалах времени (непосредственно перед соударением, сразу после соударения, и т.д.). 
6. Провести анализ действующих на тела системы сил и их моментов относительно выбранной точки (оси) вращения. 
II. Записать полную систему уравнений по отношению к искомым величинам.

1. Выбрать законы сохранения (изменения) и записать их в выбранной системе отсчета для выбранной механической системы и выбранных интервалов времени в рамках выбранной модели движения тел системы.

2. Записать выражения для моментов сил, моментов инерции и импульса тел и механической энергии системы тел с учетом характера их движения. 

3. Записать уравнения кинематической связи.

4. Использовать результаты ранее решенных задач и особые условия задачи.

III. Получить искомый результат в аналитическом и численном видах.

1. Решить систему полученных уравнений.

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние корни, рассмотреть характерные случаи, установить область применимости).

3. Получить численный результат.

7.3. Примеры решения задач
7.3.1. Законы сохранения 
момента импульса и механической энергии
Задача 7.1
Вокруг горизонтальной оси, проходящей через точку закрепления математического маятника массой m и длиной l, может вращаться без трения однородный стержень массой M и длиной L ( l, шарнирно закрепленный в той же точке (см. рис. 7.2). Маятник отпускают из горизонтального положения. Найти максимальный угол отклонения стержня (max после абсолютно упругого соударения c маятником.
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Решение

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, жестко связанную с точкой подвеса математического маятника и стержня. Направим горизонтальную ось вращения за плоскость чертежа (см. рис. 7.2). 

Выберем четыре момента времени: t1 – момент начала движения математического маятника, t2 – момент непосредственно перед соударением маятника со стержнем, t3 – момент сразу после соударения, t4 – момент, соответствующий максимальному отклонению стержня. В течение временного интервала (t1, t2) сохраняется механическая энергия математического маятника. В промежутке времени (t2, t3) сохраняются механическая энергия и момент импульса системы тел «маятник + стержень». Импульс системы тел в этом промежутке не сохраняется, поскольку в точке подвеса стержня во время соударения возникают дополнительные силы, импульс которых отличен от нуля. В промежутке времени (t3, t4) сохраняется механическая энергия стержня вследствие отсутствия сил трения.
Потенциальные энергии математического маятника и стержня будем считать равными нулю при их вертикальной ориентации. 
II. Запишем закон сохранения механической энергии (7.17) для математического маятника на интервале времени (t1, t2):
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Здесь 
[image: image64.wmf]mgl

 – потенциальная энергия маятника в его исходном горизонтальном положении (в момент времени t1), 
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 – кинетическая энергия маятника непосредственно перед соударением (в момент времени t2), J1 – момент инерции маятника относительно оси вращения, (1 – его угловая скорость перед соударением.
Для временного интервала (t2, t3) закон сохранения момента импульса (7.4) и механической энергии (7.17) для системы тел «маятник + стержень» имеют вид:
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где J2 – момент инерции стержня, (2 и (3 – угловые скорости вращения стержня и маятника сразу после соударения. 
Запишем также закон сохранения механической энергии (7.17) для стержня на интервале времени (t3, t4):
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Моменты инерции маятника 
[image: image69.wmf]1
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 и стержня 
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 относительно выбранной оси вращения равны:
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III. Решая систему уравнений (7.25) – (7.30) относительно искомого максимального угла отклонения стержня, получаем:
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Поскольку 
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 не может превышать 
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 стержня и математического маятника накладывается условие:
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при нарушении которого стержень ударится о потолок. 
На рис. 7.3 изображены области значений отношений длин и масс маятника и стержня, при которых максимальный угол отклонения стержня в результате соударения с математическим маятником меньше или равен 
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. Кривая, изображенная на рис. 7.3 соответствует значениям отношений длин 
[image: image80.wmf]L

l

/

 и масс 
[image: image81.wmf]M

m

/

 маятника и стержня, при которых стержень принимает горизонтальное положение, не соударяясь с потолком. Область значений отношений длин и масс, расположенная выше изображенной кривой, соответствует случаю соударения стержня с потолком. 
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На рис. 7.4 изображены зависимости максимального угла отклонения стержня после соударения от отношения длин маятника и стержня 
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 при различных значениях отношения их масс 
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Как видим, при увеличении отношения длин маятника и стержня максимальный угол отклонения стержня возрастает, причем скорость возрастания увеличивается с увеличением отношения масс маятника и стержня. 

На рис. 7.5 изображены зависимости максимального угла отклонения стержня после соударения от отношения масс маятника и стержня 
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Как видим, при увеличении отношения масс маятника и стержня максимальный угол отклонения стержня возрастает, причем скорость возрастания увеличивается с увеличением отношения длин маятника и стержня. 

Ответ: 
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Задача 7.2
На гладкой горизонтальной поверхности лежат небольшая шайба массой m и тонкий однородный стержень длиной L и массой M. Шайбе сообщили скорость ( в горизонтальном направлении перпендикулярно стержню (см. рис. 7.6). Шайба абсолютно упруго соударяется со стержнем в точке B на расстоянии l от его центра (точка O). Определить это расстояние в трех случаях:
1) сразу после соударения шайба останавливается,
2) шайба передает стержню максимальный импульс,
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3) скорость конца стержня (точка A на рис. 7.6) после соударения равна нулю.

Решение
I. Задачу решаем относительно лабораторной инерциальной системы отсчета. Поскольку соударение шайбы со стержнем является абсолютно упругим, а на систему тел «стержень + шайба» не действуют внешние силы вдоль горизонтальной поверхности, то выполняются все три закона сохранения: закон сохранения импульса, закон сохранения момента импульса и закон сохранения механической энергии. Выберем систему координат так, как показано на рис. 7.6. Ось, относительно которой будем рассматривать вращение, удобно взять проходящей через центр стержня перпендикулярно горизонтальной поверхности и направленной из плоскости чертежа. 

II. Запишем три закона сохранения для выбранной системы тел для интервала времени до соударения – сразу после соударения. 
Закон сохранения проекции импульса на ось X выбранной системы координат:
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Закон сохранения момента импульса относительно выбранной оси:
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Закон сохранения механической энергии:
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Здесь 
[image: image90.wmf]u
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, 
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 – проекции скоростей шайбы и центра стержня на ось X сразу после соударения (проекции скоростей на ось Y в этот момент времени равны нулю), ( – угловая скорость вращения стержня в тот же момент времени.

Момент инерции стержня относительно оси, проходящей через его центр масс, равен (6.43):
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В соответствии с принципом суперпозиции движений (см. (1.26) в Главе 1) скорость 
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 точки А стержня складывается из скорости центра масс и скорости вращательного движения этой точки вокруг оси, проходящей через центр масс:
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III. Решение системы уравнений (7.34) – (7.38) относительно искомых величин имеет вид:
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Расстояние l от точки соударения до начала координат, при котором шайба остановится после удара, найдем из (7.39) при 
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Как следует из (7.40), максимальное значение скорости центра стержня достигается при l = 0. При этом условии шайба передаст стержню максимальный импульс. 

Значение l, при котором скорость точки A сразу после удара будет равна нулю, находим из (7.42) с учетом (7.37):
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После попадания шайбы в точку с такими координатами стержень сразу после удара будет совершать только вращательное движение вокруг мгновенной оси вращения, проходящей через точку A.

Ответ:
1) шайба остановится сразу после удара, если 
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;
2) шайба передаст стержню максимальный импульс, если она попадет в центр масс стержня (l = 0);
3) скорость точки A сразу после удара будет равна нулю при условии 
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Задача 7.3
Два одинаковых однородных вращающихся тела сферической формы массой m и радиусом r движутся навстречу друг другу с одинаковыми по модулю скоростями 
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. Угловые скорости вращения тел, 
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. В результате лобового абсолютно неупругого соударения образуется одно тело той же плотности, форму которого можно также считать сферической. Определить угловую скорость 
[image: image108.wmf]ω

 вращения образовавшегося тела и изменение кинетической энергии системы 
[image: image109.wmf]k
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Решение

I. Система двух тел в данной задаче предполагается изолированной. Следовательно, суммарный импульс системы и суммарный момент импульса в лабораторной инерциальной системе отсчета сохраняются. Направим ось X лабораторной системы отсчета вдоль линии, соединяющей центры масс двух тел до соударения. 
II. Запишем закон сохранения проекции импульса рассматриваемой системы тел на ось X для интервала времени, включающего момент их соударения:


[image: image110.wmf]u

u

u

m

m

m

2

0

0

=

-

,                                                                (7.45)

где 
[image: image111.wmf]u

 – проекция на ось X скорости поступательного движения образовавшегося после соударения тела массой 2m. Как видим, 
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, следовательно, движение образовавшегося тела является чисто вращательным.

Запишем закон сохранения момента импульса рассматриваемой системы тел относительно их общего центра масс на интервале времени, включающем момент их соударения:
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где 
[image: image114.wmf]1
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 и 
[image: image115.wmf]2
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 – моменты импульса первого и второго тел до соударения, 
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 – момент импульса образовавшегося тела после соударения. Поскольку скорости тел до соударения направлены вдоль линии, на которой находится центр масс системы, то в соответствии с формулой (6.27) Главы 6 момент импульса каждого из рассматриваемых тел относительно центра масс системы тел равен моменту импульса тела относительно его центра масс. 
Моменты импульса каждого из сферически симметричных тел относительно их собственных центров масс в соответствии с формулой (6.32) Главы 6 равны:
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где 
[image: image120.wmf]0
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 и 
[image: image121.wmf]J

 – моменты инерции каждого из соударяющихся тел и образовавшегося тела относительно их собственных осей вращения. В соответствии с (6.45):


[image: image122.wmf]2

0

5

2

mr

J

=

,                                                                            (7.50)


[image: image123.wmf]2

)

2

(

5

2

R

m

J

=

.                                                                       (7.51)

Радиус R образовавшегося тела находим из условия сохранения плотности (а, следовательно, и объема):

[image: image124.wmf]3

3

3

4

3

4

2

R

r

p

p

=

.                                                                      (7.52)

Согласно условию задачи модули угловых скоростей вращения тел до их соударения равны:
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Изменение кинетической энергии рассматриваемой системы тел 
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 в результате их абсолютно неупругого соударения в соответствии с (7.6) равно:
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III. Решая систему уравнений (7.46) – (7.53), получаем модуль угловой скорости вращения образовавшегося в результате соударения тела:
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Поскольку в соответствии с (7.46) – (7.49)
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а модули угловых скоростей вращения тел до их соударения равны (7.53), то угловая скорость вращения образовавшегося тела 
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 направлена по биссектрисе угла (, образованного векторами угловых скоростей 
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Искомое изменение кинетической энергии рассматриваемой системы тел в результате соударения получим, подставляя (7.55) в (7.54) с учетом (7.50) – (7.52):
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Задача 7.4
[image: image307.emf] 
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Две одинаковые гантели массой m в виде шариков, соединенных стержнем, скользят по гладкой горизонтальной поверхности навстречу друг другу со скоростями 
[image: image135.wmf]1
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 и 
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 так, как изображено на рис. 7.7. Момент инерции каждой гантели относительно оси, проходящей через ее центр масс перпендикулярно плоскости чертежа, равен J, а расстояние между центрами шариков гантели – l. Как будут двигаться гантели после абсолютно упругого соударения?
Решение

I. Задачу решаем в двух системах отсчета: лабораторной системе, ось X декартовой системы координат которой направим так, как показано на рис. 7.8, и системе отсчета, связанной с центром масс системы тел, с осью X', изображенной на рис. 7.9. 

По условию задачи гантели движутся по гладкой горизонтальной поверхности, следовательно, центр масс системы тел, состоящей из двух гантелей, движется с постоянной скоростью, и система отсчета, связанная с центром масс, является инерциальной. 
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Поскольку рассматриваемая система тел замкнута, а соударение абсолютно упругое, то выполняются законы сохранения механической энергии, импульса и момента импульса для этой системы в любой из выбранных систем отсчета. 

II. По условию задачи в лабораторной системе отсчета гантели движутся поступательно со скоростями (1 и (2, следовательно, проекция скорости центра масс на ось X лабораторной системы отсчета (см. Главу 3) равна 
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а проекции скоростей центров масс гантелей 
[image: image138.wmf]1
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 и 
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 на ось X' относительно системы центра масс обеих гантелей определяются выражениями:
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Запишем закон сохранения проекции импульса на ось X' для системы двух гантелей на интервале времени, включающем момент их соударения, в выбранной системе центра масс:
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 – скорости центров масс гантелей после соударения.

В общем случае после соударения движение каждой гантели будет суперпозицией поступательного движения ее центра масс и вращательного движения вокруг оси, проходящей через ее центр масс перпендикулярно поверхности, по которой происходит скольжение гантелей   (см. рис. 7.10). 
Запишем закон сохранения механической энергии системы двух гантелей на интервале времени, включающем момент соударения, в системе их центра масс, при этом учтем, что при плоском движении твердого тела его кинетическая энергия выражается формулой (7.10):
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Здесь 
[image: image146.wmf]1
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 – угловые скорости вращения гантелей после соударения. 

Запишем также закон сохранения момента импульса системы двух гантелей относительно оси, проходящей через их центр масс перпендикулярно поверхности, по которой происходит скольжение гантелей, на том же интервале времени:
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В (7.63) учтено, что момент импульса гантели относительно выбранной оси в соответствии с формулой (6.23) из Главы 6 равен сумме момента импульса центра масс гантели относительно этой оси в системе центра масс двух гантелей и момента импульса гантели относительно оси, проходящей через ее центр масс, в системе отсчета, связанной с этим центром масс.
Учитывая симметрию задачи в системе центра масс двух гантелей, запишем очевидные соотношения между угловыми скоростями вращения гантелей и скоростями их центров масс после соударения (см. рис. 7.11):
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III. Решим систему уравнений (7.59) – (7.65) относительно 
[image: image151.wmf]1

u

¢

, 
[image: image152.wmf]2

u

¢

, 
[image: image153.wmf]1

w

 и 
[image: image154.wmf]2

w

:


[image: image155.wmf]u

J

ml

J

ml

u

u

¢

=

+

-

×

+

=

¢

-

=

¢

4

4

2

2

2

2

1

2

1

u

u

,                                          (7.66)

[image: image156.wmf]w

u

u

w

w

=

+

×

+

=

=

J

ml

lm

4

4

2

2

2

1

2

1

.                                           (7.67)

Заметим, что момент инерции гантели при заданной массе m максимален в случае, когда ее масса сосредоточена на концах гантели:
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Следовательно, в соответствии с (7.66) 
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 (см. рис. 7.11). 
Скорости центров масс гантелей после соударения в лабораторной системе отсчета равны:
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Итак, в результате абсолютно упругого соударения, движение гантелей представляет собой суперпозицию поступательного движения их центров масс и вращательного движения с одинаковой угловой скоростью относительно осей, проходящих через их центры масс (см. рис. 7.12).
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В случае, когда масса гантели сосредоточена на ее концах, момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс, равен:
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При этом скорости центров масс гантелей после первого соударения в лабораторной системе отсчета и угловая скорость их вращения равны:
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В соответствии с (7.65) скорости центров масс гантелей после соударения в системе центра масс системы тел равны нулю. Следовательно, в рассматриваемом частном случае гантели, вращаясь с одинаковой угловой скоростью, испытают повторное соударение (см. решение Задачи 8 в Главе 3). 
Задача. 7.5
Тонкий однородный стержень длиной l0 и массой 
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 вращается вокруг вертикальной оси, проходящей через точку его подвеса, описывая при этом коническую поверхность (см. рис. 7.13). Жук, сидящий на стержне, начинает медленно ползти с верхнего закрепленного его конца к нижнему концу. Начальный угол отклонения стержня от вертикали составляет 
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= 60(. При какой массе жука m угол отклонения стержня от вертикали составит 
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Решение

I. При движении жука вдоль стержня на систему тел «стержень + жук» действуют силы тяжести и силы реакции со стороны подвеса. Поскольку моменты этих сил относительно вертикальной оси, проходящей через точку подвеса, равны нулю, момент импульса рассматриваемой системы тел относительно этой оси в лабораторной инерциальной системе отсчета не изменяется. Поэтому при решении задачи будем использовать закон сохранения момента импульса относительно вертикальной оси для двух моментов времени: начала движения (l = 0, 
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) и момента достижения жуком конца стержня (l = l0, 
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). Здесь введены обозначения: l ( расстояние от жука до точки подвеса стержня и 
[image: image169.wmf]a

 ( угол отклонения стержня от вертикали. 

В процессе движения жука расстояние l, угол 
[image: image170.wmf]a

, а также угловая скорость вращения стержня 
[image: image171.wmf]w

 изменяются. Для нахождения взаимосвязи между углом отклонения 
[image: image172.wmf]a

 и угловой скоростью 
[image: image173.wmf]w

 удобно перейти к неинерциальной системе отсчета, жестко связанной с вращающимся стержнем. В этой системе отсчета на систему тел «стержень + муфта» действуют силы тяжести, сила реакции подвеса в точке крепления стержня и силы инерции. 

Поскольку жук в соответствии с условием задачи движется по стержню медленно, то угловая скорость вращения стержня 
[image: image174.wmf]w

 также медленно изменяется (
[image: image175.wmf]0
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), следовательно, переносная сила инерции (см. (4.16) в Главе 4) примерно равна центробежной силе инерции: 
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. Силой инерции Кориолиса (см. (4.17) в Главе 4), действующей на медленно движущегося жука, также пренебрегаем: 
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Сумма моментов внешних сил, действующих на систему тел «стержень + жук, равна нулю относительно любой оси, неподвижной относительно выбранной неинерциальной системы отсчета. 

Заметим, что центробежная сила инерции, действующая на различные элементы стержня, зависит от расстояния между данным элементом и вертикальной осью вращения неинерциальной системы отсчета. Следовательно, для расчета суммарного момента сил инерции, действующих на стержень, необходимо просуммировать моменты сил инерции, действующих на каждый из элементов стержня. Заметим также, что момент силы реакции подвеса в точке крепления стержня равен нулю относительно оси, проходящей через точку подвеса. 

Таким образом, для решения задачи воспользуемся законом сохранения момента импульса системы тел «стержень + жук» относительно вертикальной оси в лабораторной инерциальной системе отсчета и условием равенства нулю суммарного момента сил, действующих на эту систему тел относительно оси, жестко связанной с вращающимся стержнем и проходящей через точку подвеса, в неинерциальной системе отсчета. 

II. Момент импульса системы тел «стержень + жук» L складывается из моментов импульсов стержня 
[image: image178.wmf]ст
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 и жука 
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 в отдельности. Момент импульса элемента стержня 
[image: image180.wmf]ст
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 зависит от расстояния между данным элементом и вертикальной осью вращения стержня. Следовательно, для расчета суммарного момента импульса стержня необходимо просуммировать моменты импульсов всех элементов стержня. Запишем момент импульса системы тел «стержень + жук» в лабораторной инерциальной системе отсчета относительно вертикальной оси вращения:
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где x ( координата элемента стержня длиной dx вдоль стержня относительно точки подвеса.

Запишем также закон сохранения момента импульса системы тел «стержень + жук» относительно вертикальной оси в лабораторной инерциальной системе отсчета на интервале времени от начала движения жука (l = 0, 
[image: image183.wmf]0
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) до момента достижения им нижнего конца стержня (l = l0, 
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где L0 и (0 ( момент импульса системы тел и угловая скорость их вращения в начальный момент времени, а значения этих величин в конечный момент времени ( L1 и (1. 

Запишем равенство нулю суммы моментов внешних сил, действующих на систему тел «стержень + жук», относительно горизонтальной оси, неподвижной в выбранной неинерциальной системе отсчета и проходящей через верхний конец стержня O (см. рис. 7.14): 
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Моменты сил тяжести, действующих на стержень 
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 и жука 
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Момент центробежной силы инерции 
[image: image191.wmf]ж
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 (см. (4.16) в Главе 4), действующей на жука, определяется выражением:
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Для нахождения суммарного момента сил инерции, действующих на стержень 
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, рассмотрим элемент стержня длиной dx, находящийся на расстоянии x от верхнего конца стержня. Центробежная сила инерции (см. (4.16)), действующая на этот элемент, равна 
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где 
[image: image195.wmf]a

sin

x

 – расстояние от элемента стержня до вертикальной оси вращения выбранной неинерциальной системы отсчета.

Момент силы инерции, действующей на элемент стержня, относительно горизонтальной оси, неподвижной в выбранной неинерциальной системе отсчета и проходящей через верхний конец стержня O, можно записать в виде (см. рис. 7.21):
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Интегрируя (7.104) по всей длине стержня, получим суммарный момент сил инерции, действующих на стержень:


[image: image197.wmf]a

a

w

a

a

w

cos

sin

3

1

cos

sin

d

2

0

2

0

0

2

2

0

0

ст

цб

0

l

m

x

x

l

m

M

l

=

=

ò

.          (7.82)

III. Определим взаимосвязь между угловой скоростью вращения стержня (и жука) и угла отклонения стержня от вертикали в произвольный момент времени. Решая совместно уравнения (7.76) ( (7.79) и (7.82), получаем:
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В соответствии с (7.83) для начального (l = 0, 
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) моментов времени можно записать:
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Преобразуя закон сохранения момента импульса системы тел «стержень + жук» (7.75), получаем:


[image: image203.wmf](

)

0

sin

3

sin

0

0

2

0

0

1

2

1

=

-

+

m

m

m

a

w

a

w

.                                  (7.86)

Подстановка (7.84) и (7.85) в (7.86) дает квадратное уравнение для определения искомой массы жука m:
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Решая уравнение (7.87), окончательно получим:
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Воспользовавшись численными значениями физических величин, заданных в условии задачи, находим 
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Задача 7.6
Спутник массой m движется по эллиптической траектории вокруг планеты, находящейся в одном из ее фокусов (см. рис. 7.15). 
[image: image315.emf] 
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Известны наименьшее r1 и наибольшее r2 расстояния от спутника до центра планеты, а также модуль его скорости (1 в наиболее близкой к планете точке траектории. Найти массу планеты M, а также радиусы кривизны траектории спутника и в наиболее близкой R1 и наиболее удаленной R2 от планеты точках его траектории.

Решение

I. Лабораторную систему отсчета, связанную с планетой, будем считать инерциальной. При дальнейшем рассмотрении будем считать спутник материальной точкой, а планету ( сферически симметричным телом. Движение спутника по эллиптической траектории происходит под действием одной силы – силы гравитационного взаимодействия (см. п. 2.1.2.А в Главе 2) спутника и планеты. Поскольку эта сила является центральной (п. 3.1.2.А в Главе 3), то момент импульса спутника относительно оси, проходящей через центр планеты перпендикулярно плоскости траектории спутника, в соответствии с законом сохранения момента импульса механической системы относительно оси (см. п. 7.1. Теоретический материал) не меняется со временем. 

Будем считать, что система тел «спутник + планета» является изолированной, а центральные силы взаимодействия тел системы ( потенциальны (п. 3.1.2.А в Главе 3). В этом случае можно воспользоваться законом сохранения механической энергии рассматриваемой системы (п. 7.1. Теоретический материал). 

II. Запишем закон сохранения момента импульса спутника относительно оси, проходящей через центр планеты перпендикулярно плоскости траектории спутника (см. рис. 7.15), для моментов времени нахождения спутника на минимальном r1 и максимальном r2 расстоянии от планеты:
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где 
[image: image208.wmf]2
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 ( модуль скорости спутника при максимальном удалении от планеты. При записи (7.89) было учтено, что скорость 
[image: image209.wmf]υ

 и радиус-вектор 
[image: image210.wmf]r

 спутника относительно центра планеты в рассматриваемые моменты времени взаимно перпендикулярны. Заметим, что в остальные моменты времени угол между скоростью 
[image: image211.wmf]υ

 и радиус-вектором 
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 не равен 
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 (рис. 7.15). 

Запишем закон сохранения механической энергии системы тел «спутник + планета» для моментов времени нахождения спутника на минимальном r1 и максимальном r2 расстоянии от планеты:
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Здесь 
[image: image215.wmf]p
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 и 
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 ( потенциальные энергии системы тел «спутник + планета» в рассматриваемые моменты времени. 

Определим потенциальную энергию системы при произвольном расстоянии 
[image: image217.wmf]r

 между спутником и центром планеты. 

Выберем ноль отсчета потенциальной энергии, соответствующий положению спутника на физически бесконечно большом расстоянии от планеты. Тогда в соответствии с определением потенциальной энергии механической системы (см. (3.32) в Главе 3) можно записать:
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Следовательно, потенциальная энергия системы тел «спутник + планета» в моменты нахождения спутника на минимальном r1 и максимальном r2 расстоянии от планеты равна:
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Для определения радиуса кривизны траектории спутника запишем уравнение его движения в проекции на нормальную ось, направленную к центру кривизны траектории перпендикулярно скорости спутника, в рассматриваемые моменты времени:
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III. Решая записанную в п. II систему уравнений (7.89) ( (7.95) получаем искомое выражения для массы планеты
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и радиусов кривизны траектории в рассматриваемые моменты времени 
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Заметим, что обе искомые физические величины не зависят от массы спутника, что дает возможность нахождения массы планеты, исходя из измерений только кинематических характеристик спутника. 

7.3.2. Гироскопы. Гироскопические силы
Задача 7.7
Электродвигатель закреплен на подставке так, что его ось и общий центр масс находятся посередине между опорами подставки, расстояние между которыми равно l. Двигатель с подставкой поставили на гладкую горизонтальную поверхность. Найти силы давления опор подставки на поверхность, если после включения ротор двигателя раскручивается с угловым ускорением 
[image: image225.wmf]b

 вокруг его геометрической оси, а его момент инерции относительно этой оси равен J. Масса двигателя с подставкой равна m.
Решение

[image: image316.emf] 
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I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета. Ось Z декартовой системы координат направим вертикально вверх. Ось, относительно которой записываем моменты сил и импульса тел, выберем совпадающей с геометрической осью ротора и направленной за плоскость чертежа (см. рис. 7.16).

При включении электродвигателя момент сил, действующих на ротор со стороны статора, закрепленного на подставке, изменяет момент импульса ротора. В соответствии с третьим законом Ньютона такой же по величине момент сил действует со стороны ротора на статор с подставкой. При этом на подставку действуют также моменты сил реакции со стороны поверхности, на которой она находится. Подставка с закрепленным на ней статором остается в покое, поэтому суммарный момент всех внешних сил, действующих на них относительно произвольно выбранной оси, равен нулю. 

II. Для ротора двигателя запишем уравнение моментов относительно выбранной оси:
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где L ( момент импульса ротора относительно оси его вращения. 
Поскольку момент силы тяжести относительно оси ротора равен нулю, суммарный момент внешних сил M равен моменту сил, действующих на ротор со стороны статора с подставкой. 

Условия равновесия для статора и подставки запишем в следующем виде:
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где F1 и F2 – силы, действующие на подставку со стороны поверхности (см. рис. 7.16).
Момент импульса ротора, вращающегося с угловой скоростью ( относительно своей геометрической оси, равен


[image: image229.wmf]w

J

L

=

.                                                                                 (7.101)

В соответствии с определением углового ускорения запишем:
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В результате получена полная система уравнений для нахождения сил, действующих на подставку со стороны поверхности. В соответствии с третьим законом Ньютона эти силы равны по величине искомым силам, действующим со стороны подставки на поверхность. 

III. Решая полученную систему уравнений (7.98) – (7.102) относительно F1 и F2, получаем:

[image: image231.wmf]l

J

mg

F

b

+

=

2

1

,                                                                      (7.103)


[image: image232.wmf]l

J

mg

F

b

-

=

2

2

.                                                                     (7.104)
Заметим, что при угловом ускорении ротора 
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 правая опора подставки двигателя отрывается от поверхности.
Задача 7.8
Массивный цилиндрический каток (бегун) массой m, который может вращаться вокруг своей геометрической оси, приведен во вращение вокруг вертикальной оси с постоянной угловой скоростью ( и катится без скольжения по горизонтальной опорной плите (см. рис. 7.17).
[image: image317.emf] 
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Радиус катка r. Момент инерции катка относительно геометрической оси равен J0. Вычислить полную силу давления катка на опорную плиту. 

Решение

I. Выберем оси декартовой системы координат так, как показано на рис. 7.18. Каток участвует в двух движениях – вращении вокруг вертикальной оси Z с угловой скоростью ( и вокруг собственной геометрической оси AA' с угловой скоростью (1. Направления угловых скоростей показаны на рис. 7.18. Неподвижной остается точка крепления катка к вертикальной оси – точка C. 
[image: image318.emf] 
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На каток действуют сила тяжести mg, сила реакции опоры N и сила реакции со стороны вертикальной оси, приложенная в точке С (не изображенная на рис. 7.18). Будем считать стержень, с помощью которого каток крепится к вертикальной оси, невесомым. По условию задачи цилиндрический каток движется без проскальзывания, это означает, что толщина катка существенно меньше расстояния R от катка до вертикальной оси вращения. Трением качения, возникающим при неупругих деформациях, пренебрегаем. По условию задачи требуется найти полную силу давления катка на опорную плиту, которая в соответствии с третьим законом Ньютона равна по модулю силе нормальной реакции опорной плиты N, действующей на каток.
II. Отличные от нуля моменты относительно точки C имеют две силы – сила тяжести 
[image: image234.wmf]mg
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 и сила нормальной реакции со стороны горизонтальной поверхности 
[image: image235.wmf]N
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. Запишем уравнение моментов для катка относительно точки C крепления катка к вертикальной оси:
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При качении катка по горизонтальной поверхности происходит постоянное изменение направления его оси, что определяет изменение направления вектора момента импульса. Горизонтальная составляющая момента импульса 
[image: image237.wmf]XY
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 (см. рис. 7.19) поворачивается вокруг оси Z (см. рис. 7.20), а вертикальная составляющая 
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 остается неизменной:
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Моменты силы тяжести 
[image: image240.wmf]mg
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 и силы нормальной реакции опорной плиты 
[image: image241.wmf]N
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 относительно точки C направлены в противоположных направлениях вдоль оси Y (см. рис. 7.18). Следовательно, для величины скорости изменения горизонтальной составляющей момента импульса 
[image: image242.wmf]XY
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 с учетом (7.105) и (7.106) можно записать:
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Поскольку составляющая момента импульса 
[image: image244.wmf]XY
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 направлена вдоль собственной геометрической оси катка AA', то в соответствии с формулой (6.30) Главы 6:
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В соответствии с условием задачи качение происходит без проскальзывания, следовательно, скорости точек катка, соприкасающихся с горизонтальной поверхностью, равны нулю. С другой стороны, в силу принципа суперпозиции движений, скорость этих точек складывается из скорости вращения вокруг вертикальной оси и скорости вращения вокруг собственной оси катка. Следовательно угловые скорости ( и (1 связаны соотношением:
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Найдем величину скорости изменения горизонтальной составляющей момента импульса 
[image: image247.wmf]XY
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. В соответствии с рис. 7.20. можно записать:
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В результате получена полная система уравнений (7.107) – (7.110) для нахождения N. 
III. Решая систему уравнений (7.107) – (7.110) относительно величины силы нормальной реакции опорной плиты, получаем:
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В соответствии с третьим законом Ньютона искомая полная сила давления катка на опорную плиту равна по модулю силе нормальной реакции опорной плиты N, действующей на каток (7.112).
Задача 7.9
[image: image321.emf] 
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Гироскоп представляет собой однородный диск радиусом R = 5 см и массой m0, закрепленный на невесомом горизонтальном стержне, ориентированном вдоль оси OO' (рис. 7.21). Гироскоп может вращаться вокруг осей OO' и CD. Диск гироскопа уравновешен на другом конце оси OO' телом с той же массой m0. Гироскоп раскрутили вокруг собственной оси OO' так, что он делает n = 50 об./с. Затем к телу массой m0 подвесили еще одно тело массой 
[image: image251.wmf]10

/

0

m

m

=

. Найти период вращения гироскопа вокруг оси CD, если расстояние l от оси CD до точки подвеса тела массой m0 (см. рис. 7.21) равно 10 см.

Решение

I. До подвешивания тела массой m гироскоп уравновешен, следовательно сумма моментов силы тяжести, действующей на диск гироскопа, и силы натяжения нити подвеса тела массой m0 относительно точки пересечения осей вращения OO' и CD гироскопа равна нулю. В условии равновесия гироскоп не совершает прецессии. После подвешивания тела массой m увеличивается момент силы натяжения нити подвеса, что приводит к изменению момента импульса гироскопа. Поскольку момент импульса гироскопа значительно больше изменения момента силы натяжения нити подвеса, то происходит медленное изменение направления момента импульса гироскопа L – прецессия оси гироскопа. 

II. Запишем уравнение прецессии гироскопа (см. (7.23)) относительно точки пересечения его осей вращения OO' и CD (см. рис. 7.18):
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где M ( сумма моментов внешних сил, действующих на гироскоп, 
[image: image253.wmf]Ω

 ( угловая скорость прецессии. 
Дополним это уравнение выражением (7.18) для момента импульса гироскопа относительно его собственной оси OO': 
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Здесь момент инерции гироскопа, представляющего собой однородный диск, закрепленный на невесомом стержне, в соответствии с формулой (6.44) в Главе 6 равен 
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а угловая скорость вращения гироскопа ( связана с числом его оборотов n вокруг собственной оси соотношением:
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Подвешенные к стержню гироскопа тела массой m0 и m не перемещаются вдоль вертикальной оси CD в процессе движения гироскопа, поэтому в соответствии со вторым законом Ньютона сила натяжения нити подвеса тел F равна 
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Сумма моментов силы тяжести, действующей на диск гироскопа массой m0, и силы натяжения нити подвеса тел массой m0 и m относительно точки пересечения осей вращения OO' и CD гироскопа направлена вдоль оси AB (см. рис. 7.22) и равна по модулю
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[image: image322.emf] 
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Вследствие быстрого вращения гироскопа вокруг своей оси его момент импульса будем считать направленным вдоль оси вращения OO' (рис. 7.22). При этом угловая скорость прецессии 
[image: image259.wmf]Ω

 в соответствии с (7.113) направлена вдоль оси CD (рис. 7.22). 
Подставляя (7.114) – (7.118) в (7.113) с учетом направления векторов 
[image: image260.wmf]M

, 
[image: image261.wmf]L

 и 
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, для модуля угловой скорости прецессии гироскопа ( получаем:
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Искомый период вращения гироскопа вокруг оси CD в соответствии с (7.118) равен:
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Подставляя численные значения физических величин, заданных в условии задачи, получим
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7.4. Задачи для самостоятельного решения

Задача 1

[image: image323.emf] 
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Диск, вращающийся с угловой скоростью (1 вокруг вертикальной оси, проходящий через его центр масс, падает на другой диск, вращающийся на гладкой горизонтальной поверхности с угловой скоростью (2 вокруг той же оси (см. рис.). Моменты инерции дисков относительно оси вращения равны J1 и J2. После падения верхнего диска на нижний оба диска, благодаря трению между ними, через некоторое время стали вращаться как единое целое. Найти работу A, которую совершили при этом силы трения, действующие между дисками. 
Ответ: 
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Задача 2
[image: image324.emf] 
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По внутренней поверхности конической воронки, стоящей вертикально, без трения скользит маленький шарик (см. рис.). В начальный момент времени шарик находится на высоте h0 и имеет скорость (0, направленную горизонтально. На какую максимальную высоту h поднимется шарик в процессе движения? Чему равна его скорость 
[image: image267.wmf]u

 на этой высоте?

Ответ: 
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; скорость шарика направлена горизонтально и ее модуль равен: 
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Задача 3
Тонкая палочка длиной l и массой m лежит на гладкой горизонтальной поверхности. Пуля массой 
[image: image270.wmf]8
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, летевшая перпендикулярно палочке и параллельно поверхности со скоростью (0, попадает в палочку на расстоянии 
[image: image271.wmf]4
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 от ее конца и застревает в ней. Найти угловую скорость вращения системы тел после соударения. 
Ответ: 
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Задача 4
На гладком горизонтальном стержне, вращающемся вокруг вертикальной оси с постоянной угловой скоростью (, на расстоянии l0 от оси находится муфта массой m (см. рис.). В некоторый момент времени муфте сообщают скорость 
[image: image273.wmf]w
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 вдоль стержня, направленную от оси вращения. Какой момент сил M должен быть приложен к стержню для того, чтобы он продолжал равномерное вращение? Как меняется расстояние муфты от оси вращения в зависимости от времени?

Ответ: 
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Задача 5
Корабль движется со скоростью ( = 40 км/час по дуге окружности радиуса R = 300 м. Найти момент гироскопических сил MГ, действующих на подшипники двигателя корабля со стороны ротора, который имеет момент инерции относительно оси вращения J0 = 3,6(103 кг(м2 и делает n = 150 об./мин. Ось вращения расположена вдоль корабля.

Ответ: 
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Задача 6
Гироскоп массой m = 0,5 кг вращается с угловой скоростью ( = 200 рад/с. Момент инерции гироскопа J = 5 10-4 кг м2. Угловая скорость прецессии в поле сил тяжести Земли 
[image: image277.wmf]5
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 рад/с. Угол между вертикалью и осью гироскопа 
[image: image278.wmf]0
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. Определить расстояние l от точки опоры до центра масс и угловое ускорение гироскопа.
Ответ: 
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Задача 7
Горизонтальный желоб состоит из двух взаимно перпендикулярных досок. Сплошной однородный цилиндр раскрутили до угловой скорости ( и поместили в желоб так, как показано на рисунке. Коэффициент трения между стенками желоба и цилиндром равен (. Найти время вращения цилиндра в желобе.
Ответ: 
[image: image281.wmf]m
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Задача 8
Волчок массой m, опирающийся о горизонтальную поверхность, вращается с угловой скоростью ( вокруг своей геометрической оси (см. рис.). Момент инерции волчка относительно указанной оси равен J, расстояние от точки опоры до центра масс волчка – l. Найти угловую скорость прецессии волчка под действием силы тяжести. 
Ответ: 
[image: image282.wmf]w
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Задача 9
В точке A подвешены шарик на нити длиной l и однородный стержень длиной L. Стержень отклоняют в сторону на некоторый угол и отпускают без начальной скорости. В положении равновесия стержень упруго соударяется с шариком. При каком соотношении между массами стержня M и шарика m стержень после удара остановится? 
Ответ: 
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Задача 10

Частица массой m движется по эллиптической траектории под действием центральной упругой силы 
[image: image284.wmf]r
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. Минимальная скорость частицы достигается при значении ее радиус-вектора 
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 относительно силового центра, совпадающего с одним из фокусов эллипса. Найти модуль максимальной скорости частицы 
[image: image286.wmf]max
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Ответ: 
[image: image287.wmf]
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Задача 11

Две одинаковые шайбы скользят навстречу друг другу по гладкой горизонтальной поверхности со скоростями 
[image: image289.wmf]1

u

 и 
[image: image290.wmf]2

u

, вращаясь с угловыми скоростями 
[image: image291.wmf]1
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 и 
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 (см. рис.). В некоторый момент времени происходит их центральное абсолютно неупругое соударение, в результате которого шайбы начинают скользить по поверхности и вращаться вместе. Считая известными массу m и радиус R каждой из шайб, найти изменение кинетической энергии шайб 
[image: image293.wmf]k
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 и угловую скорость их вращения 
[image: image294.wmf]w

 после соударения. 


Ответ: 
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Рис. 7.1. Гироскоп в поле сил тяжести
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� Определения момента импульса (количества движения) механической системы и момента силы относительно точки (оси), а также формулировка закона изменения момента импульса (уравнения моментов) относительно точки (оси) даны в п. 6.1 Теоретический материал в Главе 6. 


� Определение кинетической энергии механической системы даны в п. 3.1 Теоретический материал в Главе 3, а определение абсолютно твердого тела в п. 6.1 Теоретический материал в Главе 6.


� Определение мгновенной оси вращения дано в п. 6.1 Теоретический материал в Главе 6.


� Определение механической энергии системы, внутренних и внешних непотенциальных сил даны в п. 3.1 Теоретический материал в Главе 3.
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