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Глава 6. Кинематика и динамика абсолютно твердого тела


ГЛАВА 6
Кинематика и динамика абсолютно 
твердого тела
6.1. Теоретический материал

6.1.1. Кинематика абсолютно твердого тела
Абсолютно твердое тело – тело (система материальных точек), расстояния между двумя любыми материальными точками которого можно считать постоянными в условиях данной задачи. 

Рассмотрим движение абсолютно твердого тела относительно лабораторной системы отсчета S. Для этого жестко свяжем систему отсчета S' с этим телом. Таким образом, интересующее нас абсолютно твердое тело выступает в качестве тела отсчета системы S'. 

Запишем формулы, связывающие кинематические характеристики некоторой материальной точки относительно двух произвольно движущихся относительно друг друга систем отсчета S и S' (см. Главу 4):
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Здесь 
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 ( ускорения некоторой материальной точки относительно систем отсчета S и S' соответственно; 
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 – радиус-вектор, скорость и ускорение начала системы отсчета S', которое может и не совпадать с материальной точкой рассматриваемого абсолютно твердого тела; 
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 – угловая скорость и угловое ускорение системы S' (абсолютно твердого тела) вокруг оси вращения, проходящей через начало системы отсчета S' (рис. 6.1). 

Если некоторая материальная точка M (см. рис. 6.1) принадлежит абсолютно твердому телу (телу отсчета системы S'), то, поскольку 
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Из уравнения для скорости произвольной материальной точки абсолютно твердого тела (6.5) следует принцип суперпозиции движений (материальных точек) абсолютно твердого тела. 

Принцип суперпозиции движений абсолютно твердого тела – любое перемещение абсолютно твердого тела (материальных точек этого тела) в пространстве можно представить как суперпозицию последовательно осуществляемых поступательного движения этого тела (параллельного переноса со скоростью 
[image: image20.wmf]V

) и поворота вокруг оси вращения (вращательного движения с угловой скоростью 
[image: image21.wmf]ω

). 
Поступательное движение абсолютно твердого тела – движение, при котором прямая, соединяющая любые две материальные точки тела, перемещается параллельно самой себе. Для описания поступательного движения абсолютно твердого тела достаточно описать движение любой материальной точки этого тела. 

Произвольное движение абсолютно твердого тела (и жестко связанной с ней системы отсчета S') однозначно задается законом движения любой материальной точки тела (начало системы отсчета S' совпадает с этой точкой тела) 
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 и законом изменения угловой скорости вращения тела (системы отсчета S') относительно этой точки 
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Число степеней свободы механической системы – число независимых физических величин, так называемых обобщенных координат, однозначно определяющих положение тел системы в пространстве. 

У абсолютно твердого тела шесть степеней свободы. Например, три координаты произвольной материальной точки тела, два угла, задающих направление прямой, соединяющей две точки и угол поворота тела вокруг этой прямой. 

Плоское движение абсолютно твердого тела

Плоское движение – движение тела, при котором траектории всех материальных точек тела лежат в параллельных плоскостях. В случае плоского движения абсолютно твердое тело имеет три степени свободы. 

Вращательное движение абсолютно твердого тела вокруг неподвижной оси – плоское движение, при котором материальные точки тела двигаются по окружностям с центрами, лежащими на этой оси, называемой осью вращения. В этом случае абсолютно твердое тело обладает одной степенью свободы. 

При плоском движении скорость 
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 и ускорение 
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 материальной точки абсолютно твердого тела лежат все время в плоскости движения P этой точки (см. рис. 6.2). 
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Действительно, пусть 
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 – единичный вектор нормали к плоскости движения, тогда
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Угловая скорость 
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 и угловое ускорение 
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 абсолютно твердого тела в случае плоского движения всегда перпендикулярны плоскости движения. 

Действительно, умножим обе части уравнения взаимосвязи скоростей (6.5) скалярно на нормаль к плоскости движения. Так как результат будет справедлив при любых 
[image: image31.wmf])

(

t

V

 и 
[image: image32.wmf])

(

'

t

r

, то:


[image: image33.wmf](

)

(

)

{

[

]

(

)

0

'

0

0

=

+

=

=

=

3

2

1

ωr

n

nV

n

υ

,


[image: image34.wmf]V

n

^

, 
[image: image35.wmf]ω

n

||

 и 
[image: image36.wmf]V

ω

^

.                                                           (6.8)

Умножим обе части уравнения взаимосвязи ускорений (6.6) скалярно на нормаль к плоскости движения. Так как результат будет справедлив при любых 
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Покажем, что в случае плоского движения абсолютно твердого тела в любой момент времени найдется такой вектор 
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Действительно, преобразуя (6.10), получим: 
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При этом будем искать такой вектор 
[image: image47.wmf]d

, что 
[image: image48.wmf]n

d

^

, тогда:


[image: image49.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

(

)

(

)

[

]

(

)

0

0

=

-

=

-

+

=

+

=

n

ω

d

nV

n

ω

d

nd

ω

nV

ωd

n

nV

3

2

1

,


[image: image50.wmf][

]

(

)

[

]

w

nV

n

ω

nV

d

=

=

.                                                                   (6.11)

И, наконец, найдем радиус-вектор нового начала системы отсчета 
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, для которой будет выполняться соотношение (6.10):
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Итак, плоское движение абсолютно твердого тела в течение бесконечно малого интервала времени можно представить, как "чистый" поворот относительно некоторой оси – мгновенной оси вращения. 

На рис. 6.3 изображена векторная диаграмма скоростей материальных точек тела, лежащих в плоскости движения на одной прямой, проходящей через мгновенную ось вращения. 
[image: image445.emf] 
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Как видно на рис. 6.4, в этом случае выполняется соотношение:
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где 
[image: image55.wmf]i

u

 – скорость материальной точки абсолютно твердого тела, а Ri – расстояние от этой материальной точки до мгновенной оси вращения.

Мгновенная ось вращения – ось вращения, относительно которой в течение бесконечно малого интервала времени можно представить перемещение абсолютно твердого тела, как "чистый" поворот, т.е. представить скорость движения произвольной материальной точки тела в виде (6.10).

В общем случае положение мгновенной оси вращения изменяется относительно абсолютно твердого тела в выбранной системы отсчета – радиус-вектор 
[image: image56.wmf]0

R

, задающий положение мгновенной оси, является функцией времени (см. (6.12)). 

Мгновенная ось вращения всегда перпендикулярна плоскости движения и проходит через неподвижную в данный момент времени материальную точку абсолютно твердого тела или точку пространства, которая жестко связана с этим абсолютно твердым телом. 

Движение абсолютно твердого тела, закрепленного в точке
Если абсолютно твердое тело (тело отсчета системы S') закреплено в точке, покоящейся относительно системы S, то, совместив начала отсчета обеих систем в этой точке (
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Из уравнения (6.15) для скорости произвольной материальной точки абсолютно твердого тела, закрепленного в точке, следует теорема Эйлера. 

Теорема Эйлера – абсолютно твердое тело, закрепленное в точке, может быть переведено из одного положения в любое другое одним поворотом вокруг неподвижной оси, проходящей через точку закрепления. Причем это утверждение справедливо как для бесконечно малого, так и для конечного поворота. Однако результат двух конечных поворотов зависит от их последовательности, в отличие от двух бесконечно малых поворотов. 
Если система отсчета S1 с общим началом с системой S вращается относительно нее с угловой скоростью 
[image: image63.wmf]Ω

 и абсолютно твердое тело, закрепленное в начале отсчета этих систем, вращается с угловой скоростью 
[image: image64.wmf]1
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 относительно системы S1, то в соответствии с (6.5):
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Здесь 
[image: image67.wmf]υ

 ( скорость материальной точки абсолютно твердого тела относительно системы S, 
[image: image68.wmf]ω

 ( угловая скорость вращения абсолютно твердого тела относительно той же системы. 
Как видим, угловая скорость 
[image: image69.wmf]ω

 вращения данного тела, закрепленного в точке относительно первой системы отсчета, будет равна сумме угловых скоростей второй системы отсчета 
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 и тела относительно этой системы 
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Как и в случае плоского движения, движение абсолютно твердого тела, закрепленного в точке, можно представить как "чистый" поворот вокруг мгновенной оси вращения. 

6.1.2. Динамика абсолютно твердого тела

Момент импульса 
[image: image72.wmf]L

 материальной точки относительно некоторой точки пространства – векторное произведение радиус-вектора 
[image: image73.wmf]r

 материальной точки относительно данной точки пространства на ее импульс 
[image: image74.wmf]p

 в заданной системе отсчета:
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Момент импульса 
[image: image76.wmf]L

 механической системы относительно точки – сумма моментов импульсов 
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 материальных точек, входящих в систему:
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Найдем связь между моментом импульса механической системы 
[image: image79.wmf]L

 относительно произвольной неподвижной точки О и моментом импульса этой системы 
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 относительно ее центра масс O' в лабораторной системе отсчета (см. рис. 6.4). 
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Радиус-вектор i-ой материальной точки 
[image: image81.wmf]i
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 относительно точки О равен: 
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где 
[image: image83.wmf]цм
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 – радиус-вектор центра масс относительно точки О, 
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 – радиус-вектор материальной точки системы относительно ее центра масс.
Момент импульса системы материальных точек относительно точки О в соответствии с (6.19) и (6.20) равен:
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Преобразуем (6.22) с учетом (6.21):

[image: image86.wmf]å

å

å

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¢

+

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¢

+

=

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

t

m

t

m

t

m

d

d

,

d

d

,

d

d

,

цм

цм

r

r

r

r

r

r

r

L



[image: image87.wmf][

]

[

]

[

]

0

цм

0

цм

цм

цм

,

,

,

L

L

L

p

r

p

r

p

r

+

º

+

=

¢

+

=

å

å

i

i

i

i

i

,              (6.23)

где 
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 – импульс i-ой материальной точки механической системы, 
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 – импульс центра масс этой системы, 
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 – момент импульса механической системы относительно центра масс O' и 
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 – момент импульса центра масс механической системы относительно точки O, в лабораторной системе отсчета. 
Введем поступательно движущуюся систему отсчета S', начало которой O' совпадает с центром масс механической системы и осями, ориентированными параллельно осям лабораторной системы отсчета (см. рис. 6.4). В соответствии с принципом суперпозиции движений (см. п. 1.1 и формулу (1.26) в Главе 1) можно записать:
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В соответствии с (6.24) импульс i-ой материальной точки механической системы относительно лабораторной системы отсчета равен:
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Подставляя (6.25) в (6.23), получаем:
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В соответствии с определением центра масс (см. Главу 3) 
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, следовательно, выражение (6.26) для момента импульса механической системы относительно произвольной неподвижной точки О принимает вид:
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 –момент импульса механической системы относительно центра масс O' в системе отсчета S'. 
Таким образом, момент импульса механической системы относительно неподвижной точки в лабораторной системе отсчета равен сумме момента импульса центра масс этой системы относительно данной точки и момента импульса механической системы относительно ее центра масс. Заметим, что момент импульса механической системы относительно ее центра масс в лабораторной системе отсчета и в системе центра масс одинаковы (ср. (6.23) с (6.27)). 

Сформулированное утверждение справедливо для абсолютно твердого тела, поскольку оно является механической системой.
В случае вращения абсолютно твердого тела относительно неподвижной точки скорость материальной точки и угловая скорость вращения тела связаны соотношением (6.15), следовательно, момент импульса относительно этой точки может быть представлен в виде:
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Здесь 
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 – радиус-вектор i-ой материальной точки массой 
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 – угловая скорость вращения тела и 
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 – тензор инерции абсолютно твердого тела относительно неподвижной точки. 
Диагональные элементы тензора 
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 называются осевыми моментами инерции, а недиагональные 
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 – центробежными моментами инерции. Осевые моменты инерции в соответствии с определением являются моментами инерции тела относительно соответствующих осей координат. 
Поскольку тензор инерции тела является симметричным тензором, он обладает главными осями инерции, при записи в которых диагонализуется: 
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В этом случае центробежные моменты инерции равны нулю, а осевые моменты инерции 
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 называются главными моментами инерции тела, при этом: 
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где 
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 и 
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 – составляющие момента импульса 
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 и угловой скорости 
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Заметим, что в случае сферической симметрии абсолютно твердого тела 
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 и согласно (6.28) направления момента импульса тела и его угловой скорости вращения совпадают:
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Поскольку в системе центра масс S' абсолютно твердое тело вращается с угловой скоростью 
[image: image123.wmf]ω

, его момент импульса относительно центра масс равен:
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Здесь 
[image: image125.wmf]0
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 – тензор инерции абсолютно твердого тела относительно его центра масс. 

Следовательно, выражение для момента импульса механической системы относительно неподвижной точки в лабораторной системе отсчета равен:
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Момент импульса 
[image: image127.wmf]n
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 механической системы относительно некоторой оси – проекция на эту ось момента импульса относительно произвольной точки, лежащей на данной оси: 
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где 
[image: image129.wmf]n

 – единичный вектор, задающий направление оси.

Найдем связь между моментом импульса тела 
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 относительно некоторой оси в заданной системе отсчета и моментом импульса тела 
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 относительно оси, проходящей через центр масс и параллельной заданной оси, в системе отсчета, связанной с центром масс. Умножая скалярно на единичный вектор 
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 левую и правую части соотношения 
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где 
[image: image135.wmf]n
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 – момент импульса центра масс тела относительно заданной оси в лабораторной системе отсчета. 
Точка приложения силы – материальная точка, на которую действует сила. 

Момент силы относительно точки 
[image: image136.wmf]M

 – векторное произведение радиус-вектора 
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 точки приложения силы на силу 
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Момент силы относительно оси 
[image: image140.wmf]n
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 – проекция на эту ось момента силы относительно произвольной точки, лежащей на данной оси: 
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Равнодействующая сил

В ряде случаев, когда несколько сил действует на абсолютно твердое тело, их действие можно заменить действием одной равнодействующей силы. Это возможно, поскольку движение абсолютно твердого тела определяется в общем случае совокупностью двух уравнений – уравнением движения центра масс тела и уравнением моментов относительно некоторой точки, неподвижной относительно инерциальной системы отсчета. 

Понятие равнодействующей силы можно ввести только для совокупности сил, действующих на абсолютно твердое тело, если сумма этих сил не равна нулю и если существует точка пространства, относительно которой сумма моментов действующих на тело сил равна нулю. 

Равнодействующая 
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 совокупности сил 
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, действующих на абсолютно твердое тело, – сила, равная сумме этой совокупности сил 
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; точка приложения равнодействующей силы совпадает с точкой, относительно которой сумма моментов этих сил равна нулю. Точка приложения равнодействующей силы не обязательно должна совпадать с одной из материальных точек тела, на которое действует совокупность сил. 

Под силой инерции, действующей на произвольно движущееся абсолютно твердое тело, в дальнейшем понимается равнодействующая сил инерции  для материальных точек этого тела (см. Главу 4) в неинерциальной системе отсчета, которая движется поступательно относительно инерциальной системы отсчета. В этом случае равнодействующая сил инерции приложена к центру масс тела. 

Центр тяжести тела – точка приложения равнодействующей сил тяжести, действующих на материальные точки этого тела при его произвольной ориентации в однородном поле сил тяжести (например, вблизи земной поверхности). Центр тяжести тела определяется только распределением массы в этом теле и может не совпадать ни с одной из материальных точек данного тела. 

Уравнения движения абсолютно твердого тела – уравнение движения центра масс (см. Главу 3) и уравнение моментов для этого тела относительно инерциальной системы отсчета. 

Уравнение моментов (закон изменения момента импульса) для механической системы относительно точки – скорость изменения момента импульса системы L относительно данной точки в инерциальной системе отсчета равна сумме моментов внешних сил 
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где 
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Уравнение моментов (закон изменения момента импульса) для механической системы относительно неподвижной оси – скорость изменения момента импульса системы 
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 относительно данной оси в инерциальной системе отсчета равна сумме моментов внешних сил 
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Момент инерции тела относительно оси – физическая величина, равная сумме произведений масс материальных точек, из которых состоит тело, на квадрат расстояния их до оси:
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В случае непрерывного распределения в пространстве массы тела, расчет момента инерции тела сводится к вычислению интеграла:
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где 
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 – расстояние от элемента тела объемом 
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 и массой 
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 – плотность тела. 
Теорема Гюйгенса ( Штейнера – момент инерции тела 
[image: image157.wmf]J

 относительно произвольной оси равен сумме момента инерции тела 
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 относительно оси, проходящей через центр масс тела и параллельной данной и произведения массы тела на квадрат расстояния между осями:
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Вычислим моменты инерции однородных тонкого стержня, цилиндра и шара относительно осей, проходящих через их центры масс. 

Момент инерции тонкого стержня относительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно стержню, в соответствии с (6.41) равен: 


[image: image160.wmf]12

d

2

/2

/2

2

ст

ml

x

l

m

x

J

l

l

=

=

ò

-

,                                                         (6.43)

где m ( масса стержня, l ( его длина, x ( декартова координата материальной точки стержня с началом отсчета в центре стержня. 
Момент инерции однородного цилиндра (диска) относительно его оси в соответствии с (6.41) равен: 
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где m, R и L ( масса, радиус и длина цилиндра, r и z ( цилиндрические координаты материальной точки цилиндра. 
Момент инерции однородного шара относительно оси, проходящей через его центр, в соответствии с (6.41) равен: 
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где m и R ( масса и радиус шара, r, ( и ( ( сферические координаты материальной точки шара. 
Плоское движение абсолютно твердого тела

Если в качестве оси вращения выбрать ось 
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, проходящую через центр масс абсолютно твердого тела, то его уравнениями движения будут:

- уравнение движения центра масс (см. Главу 3)
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- уравнение моментов относительно оси 
[image: image165.wmf]n

, проходящей через центр масс
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Здесь 
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 – масса тела, 
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 – ускорение центра масс тела, 
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 – сумма всех внешних сил, действующих на тело, 
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 – момент инерции тела относительно оси, проходящей через центр масс и перпендикулярной плоскости движения, 
[image: image171.wmf]w

 – угловая скорость вращения тела относительно этой оси, 
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 – сумма моментов внешних сил, действующих на тело, относительно той же оси. 
Вращательное движение абсолютно твердого тела 

В случае вращательного движения абсолютно твердого тела вокруг неподвижной относительно инерциальной системы отсчета оси уравнением движения тела будет уравнение моментов для этого тела относительно данной оси, которое принимает вид:
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где 
[image: image174.wmf]n
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 – момент инерции тела относительно оси, 
[image: image175.wmf]w

 – угловая скорость вращения тела, 
[image: image176.wmf]ex
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 – сумма моментов внешних сил, действующих на тело. 

Заметим, что при рассмотрении плоского движения абсолютно твердого тела в ряде случаев удобно записывать уравнение моментов (6.45) относительно неподвижной оси, совпадающей в данный момент времени с мгновенной осью вращения. 
6.2. Основные типы задач и методы их решения

6.2.1. Классификация задач кинематики и динамики 

абсолютно твердого тела
Большинство задач кинематики и динамики твердого тела можно условно отнести к следующим типам задач или их комбинациям.

1. Кинематика абсолютно твердого тела:
а) определение линейной скорости некоторой точки твердого тела, 

б) определение угловой скорости вращения для плоского движения твердого тела,
в) определение мгновенной оси вращения при плоском движении,
г) определение угловой скорости вращения твердого тела при сложном (не плоском) движении твердого тела.

2. Динамика абсолютно твердого тела:
а) определение углового ускорения при плоском движении твердого тела,
б) определение ускорения центра масс твердого тела при одновременном вращательном и поступательном плоском движении твердого тела,
в) определение сил взаимодействия между твердыми телами при их движении (силы трения, силы упругости).

6.2.2. Общая схема решения задач кинематики и динамики 

абсолютно твердого тела 

I. Определиться с моделями материальных объектов и явлений. 

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматриваемые тела.

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систему координат, а также точку (ось), относительно которой будет рассматриваться вращение тела (из соображений удобства).

3. Изобразить и обозначить на чертеже все необходимые силы и кинематические характеристики системы.

4. Выбрать модели тел (если это не сделано в условии задачи) и рассмотреть особенности их движения. 

5. Провести анализ действующих на тела системы сил и их моментов относительно выбранной точки (оси) вращения. 
II. Записать полную систему уравнений по отношению к искомым величинам.

1. Записать уравнения движения для тел системы в выбранной системе отсчета.

2. Записать уравнения моментов для тел системы относительно выбранных осей.

3. Записать законы, описывающие индивидуальные свойства сил.

4. Записать моменты сил, действующих на тела системы.
5. Записать моменты инерции тел относительно выбранных осей вращения.

6. Записать уравнения кинематической связи.

7. Использовать результаты ранее решенных задач и особые условия задачи.
III. Получить искомый результат в аналитическом и численном видах.

1. Решить систему полученных уравнений.

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние корни, рассмотреть характерные случаи, установить область применимости).

3. Получить численный результат.

Примечание. 
В задачах на кинематику движения абсолютно твердого тела п. I.5 и пп. II.1 – II.5 можно опустить. 
6.3. Примеры решения задач

6.3.1. Кинематика абсолютно твердого тела

Задача 6.1
Колесо радиусом R катится с проскальзыванием по горизонтальной поверхности. Модуль скорости верхней точки обода колеса А, лежащей на вертикальном диаметре, равен 
[image: image177.wmf]A
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. Модуль скорости точки обода колеса B, лежащей на горизонтальном диаметре, равен 
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. Определить угловую скорость вращения колеса 
[image: image179.wmf]w

, скорость движения его центра 
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 и положение мгновенной оси вращения колеса M (рис. 6.5). 
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Решение

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, связанную с горизонтальной поверхностью. Направим оси X и Y декартовой системы координат так, как показано на рис. 6.5. 

Плоское движение колеса в течение бесконечно малого интервала времени можно представить, как "чистый" поворот относительно мгновенной оси вращения, перпендикулярной плоскости движения и проходящей через точку пересечения прямых, перпендикулярных скоростям движения материальных точек колеса (см. п. 6.1. Теоретический материал). Поскольку при движении колеса не происходит его отрыва от горизонтальной поверхности, то скорость нижней точки обода колеса, которая соприкасается с поверхностью, может быть направлена только вдоль поверхности. Следовательно, мгновенная ось вращения проходит через одну из точек вертикального диаметра колеса. В общем случае мгновенная ось вращения может находиться как выше, так и ниже поверхности, по которой катится колесо. 
Пусть yМ – координата мгновенной оси вращения (см. рис. 6.5) в лабораторной системе отсчета. Для удобства решения задачи введем вторую систему отсчета, движущуюся поступательно вместе с центром колеса со скоростью 
[image: image181.wmf]0
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 относительно лабораторной системы, с осями координат, параллельными осям лабораторной системы координат X и Y. 
II. При решении задачи воспользуемся формулой (6.2), связывающей скорости материальной точки в лабораторной и движущейся системах отсчета (см. п. 6.1. Теоретический материал). В движущейся со скоростью 
[image: image182.wmf]0
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 системе отсчета модули скоростей точек обода колеса A и B одинаковы и равны 
[image: image183.wmf]R
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. Для модулей этих скоростей относительно лабораторной системы отсчета можно записать (см. рис. 6.5):


[image: image184.wmf]R

w

u

u

+

=

0

A

,                                                                         (6.49)


[image: image185.wmf]2

2

2

0

B

R

w

u

u

+

=

.                                                                 (6.50)

Здесь и далее положительным значениям 
[image: image186.wmf]w

 соответствует вращение колеса по часовой стрелке. 
Воспользуемся очевидными геометрическими соотношениями (см. рис. 6.5):
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где ( – угол между скоростью точки B и направлением движения центра колеса.

III. Преобразуя систему уравнений (6.49) и (6.50) получаем уравнение относительно угловой скорости вращения колеса (:
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Решая полученное квадратное уравнение, получаем два значения угловой скорости:
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По условию задачи 
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Согласно (6.49) этим значениям угловой скорости вращения колеса  соответствуют два значения скорости центра колеса:
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Используя (6.51) и (6.52) для координаты мгновенной оси вращения получаем следующее выражение:
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Подставляя (6.55) и (6.56) в (6.57), получаем два значения координаты мгновенной оси вращения:
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Итак, задача имеет два решения.
1. Скорость центра колеса направлена в отрицательном направлении оси X, вращение колеса происходит по часовой стрелке, мгновенная ось вращения расположена на вертикальном диаметре ниже точки A, но выше центра колеса (см. рис. 6.6):
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2. Скорость центра колеса направлена в положительном направлении оси X, вращение колеса происходит против часовой стрелки, мгновенная ось вращения расположена выше точки A (см. рис. 6.7):
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Задача 6.2
Конус, высота которого h = 4 см и радиус основания r = 3 см, катится по горизонтальной поверхности без проскальзывания, имея неподвижную вершину в точке O (рис. 6.8). 
Определить угловую скорость вращения конуса относительно лабораторной системы отсчета, связанной с поверхностью, если конус делает один оборот вокруг оси OZ за время T = 3 с.
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Решение

I. В соответствии с условием задачи выберем лабораторную систему отсчета, жестко связанную с горизонтальной поверхностью. При этом ось Z системы направим перпендикулярно поверхности, а начало отсчета совместим с неподвижной вершиной конуса O (см. рис. 6.8). 
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В соответствии с принципом суперпозиции движений движение каждой материальной точки конуса (за исключением точек, лежащих на оси конуса OC) относительно выбранной лабораторной системы отсчета можно рассматривать как суперпозицию двух движений – вращение с угловой скоростью 
[image: image205.wmf]1
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 вокруг оси конуса OC и вращение с угловой скоростью 
[image: image206.wmf]2
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 вокруг оси Z. Точки, лежащие на прямой OA соприкосновения конуса с поверхностью, в данный момент времени покоятся, так как нет проскальзывания. Эта прямая является мгновенной осью вращения, вокруг которой конус вращается с угловой скоростью 
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II. Материальная точка C в центре основания конуса участвует только в одном движении ( вращении вокруг оси Z с радиусом R (см. рис. 6.9). При этом ее скорость в соответствии с условием задачи равна:
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Можно считать, что в течение бесконечно малого интервала времени точка C вращается вокруг мгновенной оси вращения OA с угловой скоростью 
[image: image209.wmf]ω

. Следовательно, скорость материальной точки C в центре основания конуса относительно лабораторной системы отсчета равна: 
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Как видно на рис. 6.9, для R и f выполняются следующие соотношения:
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III. Решая систему уравнений (6.59) и (6.60), получаем:

[image: image213.wmf]T

f

R

p

w

2

×

=

.                                                                            (6.63)

Из (6.61) и (6.62) определяем R и f:
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Искомая угловая скорость вращения конуса вокруг мгновенной оси относительно лабораторной системы отсчета равна:
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Проанализируем полученный результат. В частности, убедимся, что выполняется соотношение между угловыми скоростями вращения конуса:

[image: image217.wmf]ω

ω

ω

=

+

2

1

.                                                                           (6.66)

Определим модуль угловой скорости 
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. Для этого воспользуемся тем, что точка A, лежащая на мгновенной оси вращения, участвует в двух движениях, при этом ее скорость относительно лабораторной системы отсчета равна нулю:
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Следовательно, угловая скорость вращения конуса вокруг оси OZ в соответствии с (6.67) и рис. 6.9 равна
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Направления векторов 
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 показаны на рис. 6.10. 
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Вектор 
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 направлен вдоль оси конуса OC, 
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 – вдоль оси Z лабораторной системы отсчета, 
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 – вдоль мгновенной оси вращения. Все три вектора лежат в одной плоскости и составляют прямоугольный треугольник (см. рис. 6.10). Используя соотношения (6.67) и (6.68), убеждаемся, что
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Задача 6.3
Два соосных колеса с радиусами r1 и r2 (r1 < r2) вращаются в одну сторону с постоянными угловыми скоростями 
[image: image228.wmf]1
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 и 
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[image: image230.wmf]2
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). Между колесами зажато третье колесо радиусом    r3 = (r2 – r1)/2, движущееся без проскальзывания (рис. 6.11). Найти угловую скорость 
[image: image231.wmf]ω

 вращения третьего колеса и скорость 
[image: image232.wmf]0
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 его центра. 

Решение

I. Обозначим точки соприкосновения третьего колеса с первым и вторым точками B и A соответственно. Для третьего колеса, зажатого между двумя вращающимися колесами, скорости точек A и B совпадают со скоростями точек, находящихся на ободах соответствующих колес (см. рис. 6.11). 
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II. Поскольку первое и второе колеса вращаются с угловыми скоростями 
[image: image233.wmf]1
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 и 
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, скорости движения точек A и B при вращении этих колес равны:
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При решении задачи удобно воспользоваться понятием мгновенной оси вращения для третьего колеса (см. п. 6.1. Теоретический материал), относительно которой колесо вращается с угловой скоростью 
[image: image237.wmf]ω

. В данном случае эта ось перпендикулярна плоскости чертежа и пересекает прямую, проходящую через точки O, B и A. Пусть мгновенная ось вращения лежит между точками O и B на расстоянии rx от точки O, тогда: 
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при этом для скорости центра третьего колеса можно записать: 
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III. Решая систему уравнений (6.70) ( (6.73) относительно угловой скорости вращения третьего колеса 
[image: image241.wmf]ω

, получаем:
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Подставляя (6.75) в (6.74), получаем искомую скорость центра третьего колеса: 
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6.3.2. Динамика абсолютно твердого тела

Задача 6.4
С наклонной поверхности клина с углом 
[image: image244.wmf]a

 при вершине скатывается без проскальзывания однородный шар массой m и радиусом R. Найти ускорение a центра шара.

Решение

I. При самопроизвольном скатывании шара по наклонной поверхности клина в сторону его ребра движение шара является плоским, поскольку все его материальные точки движутся в параллельных плоскостях. Мгновенная ось вращения в данный момент времени проходит через точку M (см. рис. 6.12) 
[image: image454.emf] 
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соприкосновения шара с поверхностью параллельно ребру клина (перпендикулярно скорости центра масс шара). 
Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, жестко связанную с наклонной поверхностью, ось X декартовой системы координат которой направлена вдоль наклонной поверхности клина, а ось Y ( перпендикулярно, причем плоскость XY параллельна плоскостям, в которых движутся материальные точки шара (рис. 6.12). 

На шар в процессе движения действуют три силы – сила тяжести 
[image: image245.wmf]g

m

, сила трения покоя 
[image: image246.wmf]тр

F

 (проскальзывания нет) и сила реакции опоры 
[image: image247.wmf]N

 (рис. 6.12). 
II. Запишем уравнение вращательного движения (уравнение моментов (6.48)) для шара относительно неподвижной оси, совпадающей в данный момент времени с мгновенной осью вращения (см. рис. 6.12), в лабораторной инерциальной системе отсчета:
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где 
[image: image249.wmf]w

 ( угловая скорость вращения шара, J ( момент инерции шара относительно мгновенной оси вращения. Моменты силы трения и силы нормальной реакции опоры относительно этой оси равны нулю.

Запишем также уравнение кинематической связи между ускорением центра масс a и угловым ускорением шара 
[image: image250.wmf]t
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 (вследствие движения шара без проскальзывания):
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Момент инерции шара относительно мгновенной оси вращения найдем, используя теорему Гюйгенса-Штейнера (6.42):
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где 
[image: image253.wmf]0
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 ( момент инерции шара относительно оси, проходящей через его центр масс (6.45), равный 
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III. Решая систему уравнений (6.77) – (6.79) относительно ускорения центра масс шара, получим:
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Учитывая выражение (6.80) для момента инерции шара, получаем искомое ускорение центра шара:
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Определим условия, при которых полученный результат является верным. Для движения шара по поверхности клина без проскальзывания необходимо, чтобы сила трения в соответствии с законом Амонтона–Кулона (см. п. 2.1.2 в Главе 2) удовлетворяла неравенству:
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Здесь 
[image: image258.wmf]m

 – коэффициент трения.
Модули сил трения и нормальной реакции опоры можно найти из уравнения движения шара, записанного в проекциях на оси X и Y выбранной системы координат (см. рис. 6.12):
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Решая систему двух уравнений (6.84) – (6.85) и одного неравенства (6.83) с учетом найденного ускорения центра шара (6.82), получаем условие качения шара без проскальзывания по наклонной поверхности клина:
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Ответ: 
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Задача 6.5

На гладкой горизонтальной поверхности лежит доска массой m1 и на ней ( однородный шар массой m2. К доске приложили постоянную горизонтальную силу F. С какими ускорениями будут двигаться доска а1 и центр шара а2 в отсутствие скольжения между ними?

Решение

I Введем лабораторную инерциальную систему отсчета, оси X и Y декартовой системы координат которой направлены так, как показано на рис. 6.13. При движении шара по доске вдоль горизонтальной поверхности в направлении силы F движение шара является плоским. 
В лабораторной системе отсчета движение шара будем рассматривать как суперпозицию его поступательного движения и вращения шара относительно горизонтальной оси, проходящей через его центр масс. 
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II. Уравнение движения центра масс шара (совпадающего с его геометрическим центром) в проекциях на оси X и Y лабораторной системы координат имеют вид:
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где Fтр – модуль силы трения покоя, действующей на шар со стороны доски, N – модуль силы нормальной реакции доски, действующей на шар. 

Доска движется с ускорением а1 в направлении оси X под действием силы F и силы трения со стороны шара, модуль которой в соответствии с третьим законом Ньютона равен модулю Fтр силы трения покоя, действующей на шар со стороны доски. 
Уравнение движения доски относительно лабораторной инерциальной системы отсчета в проекции на ось X имеет вид:
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Уравнение моментов (6.47) для шара запишем относительно оси вращения, проходящей через его центр масс перпендикулярно плоскостям движения всех материальных точек шара:
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где 
[image: image268.wmf]0
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 – момент инерции шара относительно данной оси, 
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 – угловое ускорение шара. В (6.90) учтено, что моменты сил тяжести и нормальной реакции доски равны нулю, поскольку линии их действия проходят через ось вращения. 
Дополним систему уравнений движения шара и доски (6.87) – (6.90) уравнением кинематической связи, которое следует из условия отсутствия проскальзывания между шаром и доской:
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Учтем также, что момент инерции однородного шара относительно оси, проходящей через его центр масс (6.45) равен:
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III. Решая систему уравнений (6.87), (6.89) – (6.92), получаем искомые ускорения доски и центра шара:
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Определим условия, при которых движение шара будет происходить без проскальзывания. Для движения шара по доске без проскальзывания необходимо, чтобы сила трения в соответствии с законом Амонтона–Кулона (см. п. 2.1.2 в Главе 2) удовлетворяла неравенству:
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Здесь 
[image: image275.wmf]m

 – коэффициент трения.
Модули сил трения и нормальной реакции опоры находим из уравнения движения шара, записанного в проекциях на оси X и Y выбранной системы координат (6.87) и (6.88) и подставляем в неравенство (6.95). В результате с учетом найденного ускорения центра шара (6.94) получим: 
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Ответ: 
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Задача 6.6
Система тел, состоящая из двух грузов, связанных между собой с помощью невесомой нерастяжимой нити, и двух одинаковых блоков, изображена на рис. 6.14. Ось левого блока закреплена, а правый блок свободно лежит на нити. При движении тел системы не происходит проскальзывания нити относительно поверхностей блоков. Считая заданными массы грузов m1 и m2, массы блоков M и их радиусы R, определить ускорения грузов a1 и a2, а также разности сил натяжения нитей по обе стороны каждого из блоков. Трением в оси блока пренебречь. 
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Решение

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, жестко связанную с точкой подвеса оси левого блока, оси X и Y декартовой системы координат которой изображены на рис. 6.14. В рассматриваемой системе оба груза и незакрепленный блок движутся поступательно вдоль оси X, при этом блоки вращаются вокруг собственных осей под действием сил тяжести (m1g, m2g, Mg) и сил натяжения нитей (T1, T2, T3 и T4). Поскольку массы блоков по условию задачи отличны от нуля, то силы натяжения нити слева и справа от блоков различны. 

II. Запишем уравнения движения грузов и центра масс незакрепленного блока в проекции на ось X выбранной системы координат:
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Уравнения моментов для вращающихся блоков относительно осей, проходящих через их центры масс (см. рис. 6.14), имеют вид:
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где (1 и (2 ( угловые ускорения блоков, моменты инерции J0 которых относительно указанных осей равны (6.44):
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Дополним полученную систему уравнений уравнениями кинематических связей, следующими из условий нерастяжимости нитей и отсутствия проскальзывания нитей по блокам:
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В результате получена полная система уравнений для девяти неизвестных величин: 
[image: image289.wmf]1

a

, 
[image: image290.wmf]2

a

, 
[image: image291.wmf]1

T

, 
[image: image292.wmf]2

T

, 
[image: image293.wmf]3

T

, 
[image: image294.wmf]4

T

, 
[image: image295.wmf]1

b

, 
[image: image296.wmf]2

b

 и 
[image: image297.wmf]0

J

.
III. Выразим все силы натяжения нитей через ускорение a1, используя уравнения (6.97), (6.98) и (6.100) ( (6.105):
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Нетрудно видеть, что искомые разности сил натяжения нитей по обе стороны каждого из блоков равны: 
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Подставляя (6.106) – (6.109) в уравнение (6.99) находим искомое ускорение первого груза в проекции на ось X:
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Используя уравнение кинематической связи (6.103), получим искомое ускорение второго груза также в проекции на ось X:
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Искомые разности сил натяжения нитей (6.110) с учетом (6.111) равны:
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Задача 6.7
В системе тел, показанной на рис. 6.15, известны масса груза m1, масса ступенчатого блока m2, момент инерции блока J0 относительно его оси и радиусы ступеней блока R1 и R2 (R2 > R1). Масса нитей пренебрежимо мала. Найти ускорения груза a1 и центра масс блока a2 в лабораторной системе отсчета.
Решение

[image: image457.emf] 
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I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, жестко связанную с потолком (см. рис. 6.15), ось Y декартовой системы координат которой направим вертикально вниз. В зависимости от соотношения между массами тел системы блок может как в положительном, так и в отрицательном направлении оси Y, совершая при этом чисто вращательное движение относительно мгновенной оси вращения. Поскольку нить, прикрепленная к потолку, нерастяжима, то мгновенная ось вращения блока проходит через точку A соприкосновения блока и этой нити. При этом мгновенная ось вращения перпендикулярна плоскости чертежа, а ее выбранное положительное направление указано на рис. 6.15. 
II. Уравнение движения груза в проекции на ось Y (см. рис. 6.15) имеет вид:
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где T – сила натяжения нити, на которой подвешен груз.
Уравнение вращательного движения (уравнение моментов) блока запишем относительно мгновенной оси вращения в лабораторной инерциальной системе отсчета:
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Здесь J – момент инерции блока относительно мгновенной оси, ( – угловое ускорение блока. В (6.114) учтено, что момент силы натяжения T0 верхней нити, прикрепленной к потолку (рис. 6.15), относительно мгновенной оси вращения равен нулю. 
Момент инерции блока относительно мгновенной оси выразим через заданный в условии задачи момент инерции J0 относительно его оси в соответствии с теоремой Гюйгенса-Штейнера (6.42):
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Дополним уравнения (6.114) – (6.116) уравнениями кинематической связи, которые следуют из условия нерастяжимости нитей: 
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III. Решая систему уравнений (6.114) – (6.118), получаем выражения для искомых ускорений груза a1 и центра масс блока a2: 
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Как видим, ускорения груза и центра блока направлены противоположно при любом соотношении масс груза и блока (см. (6.119) и (6.120)), при этом каждое из тел изначально покоящейся системы может как опускаться, так и подниматься в зависимости от соотношения масс тел системы и радиусов ступеней блока. 
Если 
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, то груз будет опускаться с ускорением 
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 (6.119), а центр блока будет подниматься с ускорением 
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, модуль которого может быть как больше (при 
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) модуля ускорения груза 
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. 
При обратном соотношении масс груз будет подниматься, а центр блока опускаться с тем же соотношением ускорений. 

Заметим, что в частном случае равенства радиусов ступеней блока 
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 вне зависимости от соотношения масс груза и блока ускорение груза 
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 равно нулю, а ускорение центра блока направлено вниз и равно 
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. Для цилиндрического однородного блока 
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 и ускорение его центра будет равно 
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Задача 6.8
На лежащую на горизонтальной поверхности катушку массой m = 100 г и моментом инерции J0 = 400 г(см2 относительно ее оси намотана невесомая нерастяжимая нить. Внешний радиус катушки равен R = 4 см, а внутренний – r = 1 см. К концу нити под углом ( = 60( к горизонтальной поверхности приложена сила F = 0.2 Н (см. рис. 6.16). 
[image: image458.emf] 

 

N

1 

N

2 

T 

T 

m

1

g 

m

2

g 

F

тр1 

F

тр2 

X 

Y 


Найти ускорение центра масс катушки a для случая, когда катушка движется в горизонтальном направлении без проскальзывания и величину коэффициента трения, при котором такое движение возможно. 
Решение

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, оси X, Y и Z декартовой системы координат которой направлены так, как показано на рис. 6.16. Поскольку движение катушки является плоским, то существует мгновенная ось вращения, направленная перпендикулярно параллельным плоскостям, в которых двигаются материальные точки катушки. В отсутствие проскальзывания мгновенная ось вращения проходит через точки соприкосновения катушки с горизонтальной поверхностью. Зададим в качестве положительного направления оси вращения положительное направление оси Z выбранной системы координат, начало отсчета которой совпадает с одной из точек соприкосновения (рис. 6.16). 
II. Запишем систему уравнений движения катушки вместе с намотанной на нее невесомой нитью относительно лабораторной инерциальной системы отсчета, в которую войдут уравнение вращательного движения вокруг мгновенной оси вращения и уравнение движения центра масс катушки в проекциях на оси X и Y выбранной системы координат: 
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Здесь J – момент инерции катушки относительно мгновенной оси вращения, ( – угловая скорость вращения катушки, d – кратчайшее расстояние от мгновенной оси вращения до линии действия силы F (плечо силы F), Fтр – сила трения покоя, действующая на катушку со стороны горизонтальной поверхности, N – сила нормальной реакции опоры. 
Уравнения (6.121) – (6.123) дополним уравнением кинематической связи (в силу отсутствия проскальзывания при движении катушки), теоремой Гюйгенса-Штейнера (6.42) для момента инерции J и очевидным геометрическим соотношением (см. рис. 6.16):
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Для определения коэффициента трения, при котором возможно движение без проскальзывания, в соответствии с законом Амонтона–Кулона (см. п. 2.1.2 в Главе 2) запишем:
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III. Решая систему уравнений (6.121) – (6.126) относительно искомого ускорения центра масс катушки a, получаем:
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Для отсутствия проскальзывания катушки относительно горизонтальной поверхности коэффициент трения должен удовлетворять неравенству:
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Проанализируем полученный результат. В соответствии с (6.128) направление ускорения a определяется знаком выражения 
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. В том случае, когда точка пересечения линии действия силы F и оси Y лежит левее начала отсчета системы координат, катушка будет двигаться слева направо, поскольку 
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. В противном случае качение будет происходить справа налево. 

Подставляя численные значения физических величин, заданные в условии задачи, получим для ускорения центра масс катушки и коэффициента трения:
a = 0.4 м/с2, ( ( 0,075.

Задача 6.9
Оси сплошного и тонкостенного цилиндров соединены невесомой штангой. Цилиндры скатываются без проскальзывания по наклонной поверхности клина с углом при основании 
[image: image335.wmf]a

 (см. рис. 6.17). Радиусы цилиндров одинаковы и равны R, при этом масса сплошного цилиндра равна m1, а тонкостенного ( m2. Найти угол 
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, при котором цилиндры будут скатываться без проскальзывания.
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Решение

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, жестко связанную с клином, оси X и Y декартовой системы координат которой изображены на рис. 6.17. На цилиндры в процессе их плоского движения действуют силы тяжести 
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, силы нормальной реакции опоры 
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, а также силы реакции штанги 
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 (см. рис. 6.17). 
II. Запишем уравнения движения центров масс цилиндров в проекции на оси X и Y выбранной системы координат:
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При записи уравнений (6.130) и (6.131) учтено, что силы реакции штанги T, действующие на цилиндры, равны по модулю. Это легко доказать, используя уравнение движения невесомой штанги в проекции на ось X и третий закон Ньютона. Ускорения центров масс 
[image: image348.wmf]a

 цилиндров также равны, поскольку штангу считаем абсолютно твердым телом. 
Уравнения моментов для цилиндров относительно осей вращения, проходящих через их центры масс, имеют вид (см. (6.47)):
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Здесь 
[image: image351.wmf]1
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 и 
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 ( моменты инерции сплошного и тонкостенного цилиндров относительно осей, проходящих через их центры масс соответственно; 
[image: image353.wmf]b

 – угловое ускорение, одинаковое для сплошного и тонкостенного цилиндров в силу уравнения кинематической связи, которое следует из условия качения цилиндра без проскальзывания: 
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Воспользуемся известными выражениями для моментов инерции однородных сплошного (6.44) и тонкостенного цилиндров относительно осей, проходящих через их центры масс:
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В соответствии с законом Амонтона–Кулона (см. п. 2.1.2 в Главе 2) для сил трения покоя, действующих на цилиндры, справедливы неравенства:
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III. Воспользовавшись соотношениями (6.130) ( (6.138), выразим силы нормальной реакции наклонной поверхности клина и сил трения покоя со стороны этой поверхности на оба цилиндра через величины, заданные в условии задачи, и искомый угол при основании клина 
[image: image359.wmf]a

:

[image: image360.wmf]a

cos

1

1

g

m

N

=

,                                                                     (6.141)

[image: image361.wmf]a

cos

2

2

g

m

N

=

,                                                                    (6.142)

[image: image362.wmf]a

sin

4

3

1

2

1

2

1

тр1

g

m

m

m

m

m

F

+

+

=

,                                                  (6.143)

[image: image363.wmf](

)

a

sin

4

3

2

2

2

1

2

1

тр2

g

m

m

m

m

m

F

+

+

=

.                                                (6.144)
Подставляя выражения (6.141) ( (6.144) в неравенства (6.139) и (6.140), получим условия, при которых качение цилиндров происходит без проскальзывания:
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Поскольку правая часть неравенства (6.146) меньше правой части неравенства (6.145) при любых значениях коэффициента трения ( и масс цилиндров m1 и m2, то искомая область значений угла при основании клина (, при которых цилиндры будут скатываться без проскальзывания, определяется неравенством (6.146). 
В соответствии с (6.146) область возможных значений угла ( однозначно определяется отношением масс цилиндров при заданном значении коэффициента трения (: 
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На рис. 6.18 изображен график зависимости предельной величины 
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Как видим, область значений угла (, при которых цилиндры будут скатываться без проскальзывания, ограничена сверху предельным значением 
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 и асимптотически стремится к значению 
[image: image372.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

m

2

3

arctg

 при неограниченном увеличении отношения масс цилиндров 
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Задача 6.10
Цилиндрическая шайба радиусом r = 3 см касается борта гладкой горизонтальной площадки, имеющей форму круга радиусом R = 10 м. Шайбе придали скорость 
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м/с, направленную вдоль борта. Коэффициент трения между бортом и шайбой равен 
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. Определить модуль скорости шайбы 
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 после того, как прекратится проскальзывание между бортом и шайбой, а также интервал времени tк, через который это произойдет.

Решение

I. Движение шайбы рассматриваем относительно лабораторной инерциальной системы отсчета, жестко связанной с горизонтальной площадкой. Уравнение движения центра масс шайбы будем записывать в проекциях на нормальную 
[image: image377.wmf]n

 и тангенциальную 
[image: image378.wmf]τ

 оси (см. п. 1.1. Теоретический материал в Главе 1), связанные с центром движущейся шайбы (см. рис. 6.19). 
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При плоском движении шайбы вдоль борта площадки на нее действуют сила нормальной реакции 
[image: image379.wmf]N

 и сила трения 
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 со стороны борта. При этом момент силы трения относительно оси, проходящей через центр масс шайбы, вызывает ее вращение вокруг указанной оси. Скорость центра масс шайбы будет уменьшаться, а угловая скорость ее вращения ( увеличиваться, до тех пор, пока не прекратится проскальзывание шайбы о борт площадки. Начиная с этого момента сила трения шайбы о борт равна нулю, а модуль скорости центра масс шайбы не изменяется. 
II. Запишем уравнение движения центра масс шайбы относительно лабораторной системы отсчета в проекциях на выбранные нормальную 
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 и тангенциальную 
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Нормальная и тангенциальная проекции ускорения центра масс шайбы определяются соотношениями (см. п. 1.1. Теоретический материал в Главе 1):
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где 
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 ( модуль скорости центра масс шайбы и 
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 ( радиус кривизны его траектории. 

Уравнение моментов (6.47) для вращающейся шайбы относительно оси, проходящей через ее центр масс, имеет вид:
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Момент инерции шайбы относительно указанной оси (6.44) равен:
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На начальном этапе (
[image: image391.wmf]к
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) шайба движется с проскальзыванием и на нее в соответствии с законом Амонтона ( Кулона (см. п. 2.1.2.В в Главе 2) действует сила трения скольжения, равная:
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Запишем уравнение кинематической связи между угловой скоростью вращения и скоростью центра масс шайбы после прекращения проскальзывания (при 
[image: image393.wmf]к

t

t

³

):

[image: image394.wmf]w

u

r

=

.                                                                                  (6.155)

III. Воспользовавшись соотношениями (6.148) ( (6.151) и (6.154), получим дифференциальное уравнение для модуля скорости центра масс шайбы на начальном этапе движения шайбы (
[image: image395.wmf]к
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Решаем уравнение (6.156) с помощью метода разделения переменных:
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Связь угловой скорости вращения шайбы с модулем скорости ее центра масс получаем из (6.148) ( (6.154):
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Подставляя (6.158) в (6.159), получаем:

[image: image400.wmf](

)

(

)

ò

+

-

-

=

t

t

t

r

R

r

r

R

t

0

2

0

2

0

d

1

2

)

(

m

u

mu

w

.                               (6.160)

В результате угловая скорость шайбы на начальном этапе ее движения равна:
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В соответствии с (6.158) модуль скорости центра масс шайбы уменьшается от значения 
[image: image402.wmf]0

u

 (при t = 0), в то время как угловая скорость вращения шайбы увеличивается по закону (6.161). В момент прекращения проскальзывания (через интервал времени tк после сообщения шайбе скорости 
[image: image403.wmf]0

u

) угловая скорость вращения шайбы и модуль скорости ее центра масс связаны уравнением кинематической связи (6.157). 
На рис. 6.20 представлены зависимости модуля скорости центра масс шайбы 
[image: image404.wmf]u

 и произведения угловой скорости вращения шайбы на ее радиус 
[image: image405.wmf]r

w

. 
[image: image462.emf] 
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Графики представленных зависимостей пересекаются в момент времени tк (см. рис. 6.20). Подставляя (6.158) (6.161) в уравнение (6.157) получаем значение интервала времени tк: 
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После прекращения проскальзывания при дальнейшем движении шайбы модуль скорости ее центра масс не меняется и равен: 
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Как видим, искомый модуль скорости шайбы определяется только ее начальной скоростью 
[image: image408.wmf]0
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 и не зависит от других величин, заданных в условии задачи. 
Подставляя заданные численные значения в (6.162) и (6.163), находим искомые величины:

[image: image409.wmf]66

,

1

к

@

t

с, 
[image: image410.wmf]20

к

=

u

м/с. 
6.4. Задачи для самостоятельного решения

Задача 1
Две параллельные рейки движутся в одну сторону с постоянными скоростями (1 и (2 относительно лабораторной системы отсчета XY. Между рейками зажата катушка с радиусами R и r (см. рис.), которая движется вдоль реек без проскальзывания. 
[image: image463.emf] 

 


Найти координату yм мгновенной оси вращения, угловую скорость вращения ( катушки и скорость ( ее оси.

Ответ: 
[image: image411.wmf]2

1

2

м

)

(

u

u

u

-

+

=

r

R

y

, 
[image: image412.wmf])

(

2

1

r

R

+

-

=

u

u

w

, 
[image: image413.wmf]r

R

r

R

+

+

=

2

1

u

u

u

.
Задача 2
Круглый конус высотой h и радиусом основания r катится без скольжения по горизонтальной поверхности (см. рис.). Вершина конуса шарнирно закреплена в точке O на уровне центра основания конуса, который движется с постоянной по модулю скоростью 
[image: image414.wmf]u

. Найти угловую скорость вращения конуса ( и его угловое ускорение (.
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Ответ: 
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Задача 3
Однородный диск радиусом R раскрутили вокруг его оси до угловой скорости 
[image: image417.wmf]w

 и положили на горизонтальную поверхность. Коэффициент трения между поверхностью и диском равен 
[image: image418.wmf]m

. Через какое время ( угловая скорость вращения уменьшится в n = 2 раза. 
Ответ: 
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Задача 4
[image: image465.emf] 
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Кривошип, соединяющий оси двух зубчатых колес радиусами R и r, вращается с угловой скоростью 
[image: image420.wmf]W

 (см. рис.). Внутреннее колесо неподвижно. Найти угловую скорость вращения внешнего колеса 
[image: image421.wmf]w

 и его относительную (по отношению к кривошипу) угловую скорость вращения 
[image: image422.wmf]отн
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Ответ: 
[image: image423.wmf]r

r

R

)

(

+

=

W

w

, 
[image: image424.wmf]r

R

W

w

=

отн

.
Задача 5
[image: image466.emf] 
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На два одинаковых однородных блока радиусами R намотана легкая нерастяжимая нить (см. рис.). В процессе движения оси блоков остаются параллельными и находятся в вертикальной плоскости. Трением в закрепленной оси верхнего блока, а также проскальзыванием нити по блокам пренебречь. Найти модуль ускорения оси нижнего блока a и модуль его углового ускорения (. 

Ответ: 
[image: image425.wmf]g
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Задача 6
Тонкостенный цилиндр массой m скатывается без проскальзывания по наклонной поверхности клина с углом при основании 
[image: image427.wmf]a

 (см. рис.). 
[image: image467.emf] 
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Найти ускорение a оси цилиндра и силу трения, действующую на него со стороны наклонной поверхности клина.
Ответ: 
[image: image428.wmf]a
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Задача 7
Оси тонкостенного и сплошного цилиндров соединены невесомым стержнем. Цилиндры скатываются без проскальзывания по наклонной поверхности клина с углом при основании 
[image: image430.wmf]a

 (см. рис.). 
[image: image468.emf] 
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Радиусы цилиндров одинаковы, масса каждого цилиндра m. Определить силу F реакции стержня.

Ответ: 
[image: image431.wmf]7
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Задача 8
Сплошному однородному цилиндру массой m и радиусом R сообщили вращение вокруг его оси с угловой скоростью 
[image: image432.wmf]w

. Затем положили его боковой поверхностью на горизонтальную плоскость и предоставили самому себе. На какое расстояние переместится цилиндр за время, в течение которого движение цилиндра происходило со скольжением. Коэффициент трения между поверхностью и цилиндром равен 
[image: image433.wmf]m
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Ответ: 
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Задача 9
[image: image469.emf] 
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Два тела массами m1 и m2 соединены невесомой нерастяжимой нитью, перекинутой через однородный блок массой m (см. рис.). 
Коэффициент трения между первым телом и горизонтальной поверхностью равен 
[image: image435.wmf]m

. В процессе движения тел не происходит проскальзывания нити по поверхности блока. Найти ускорение второго тела, пренебрегая трением в оси блока.
Ответ: 
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Задача 10
Однородный сплошной цилиндр массой M может свободно вращаться вокруг своей неподвижной горизонтальной оси (см. рис.). На цилиндр намотана тонкая нить длиной L и массой m. Найти ускорение a свешивающейся части нити в зависимости от ее длины x.

Ответ: 
[image: image440.wmf]mL
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Задача 11

Система тел, состоящая из груза и двух одинаковых блоков, изображена на рисунке. Ось левого блока закреплена, а правый блок свободно лежит на нити. При движении тел системы не происходит проскальзывания нити относительно поверхностей блоков. Считая заданными массу груза m, массы блоков M и их радиусы R, определить ускорение груза a. Трением в оси блока пренебречь. 
Ответ: 
[image: image441.wmf]g
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Рис. 6.1. Радиус-векторы произвольной материальной точки M абсолютно твердого тела в лабораторной системе отсчета S и системе отсчета S', связанной с телом





Рис. 6.2. Кинематические характеристики материальной точки М абсолютно твердого тела при его плоском движении





Рис. 6.3. Векторная диаграмма скоростей материальных точек абсолютно твердого тела при его плоском движении





Рис. 6.4. Связь между радиус-векторами материальной точки в лабораторной системе отсчета S и системе центра масс S'
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