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Глава 4. Движение материальной точки в неинерциальных системах

глава 4
ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ В НЕИНЕРЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ ОТСЧЕТА. СИЛЫ ИНЕРЦИИ

4.1. Теоретический материал

Рассмотрим две системы отсчета S и S', движущиеся произвольно друг относительно друга. Зададим движение системы отсчета S' относительно системы S зависимостями от времени радиус-вектора 
[image: image286.emf] 
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 начала системы отсчета S' и угловой скорости вращения 
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 системы S' вокруг своего начала отсчета (рис. 4.1).
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Физически бесконечно малый поворот системы отсчета S' (в том числе и тела отсчета) описывается вектором d( (рис. 4.2). Направление этого вектора совпадает с осью поворота и согласно правилу буравчика задает направление поворота, а его модуль d( ( (d(( равен углу поворота. 
Найдем скорость изменения произвольного вектора 
[image: image3.wmf]c

, жестко связанного с телом отсчета системы S'. В соответствии с рис. 4.2 модуль изменения вектора 
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 равен:
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следовательно
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где 
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 – угловая скорость вращения. 

Запишем радиус-вектор 
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 произвольной материальной точки M относительно системы S через радиус-вектор 
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 начала системы отсчета S' относительно системы S и радиус-вектор 
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 материальной точки M относительно системы 
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 (рис. 4.1):
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Продифференцируем обе части уравнения (4.4) по времени при постоянных ортах системы S. В соответствии с определением скорости и ускорения материальной точки (см. Главу 1), а также угловой скорости вращения системы отсчета, получим:
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Здесь нижние индексы S и S' означают дифференцирование при постоянных ортах систем S и 
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 соответственно, 
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 – скорость и 
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 – ускорение начала отсчета системы 
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 относительно S. 
В результате мы получили взаимосвязь (формулы сложения) радиус-векторов 
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 материальной точки относительно двух произвольно движущихся относительно друг друга систем отсчета S и S':
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Здесь 
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[image: image37.wmf][

]

υ

ω

a

¢

=

2

Кор

 – ускорение Кориолиса, 
[image: image38.wmf][

]

[

]

r

ω

ω

a

¢

=

цс

 – центростремительное, 
[image: image39.wmf][

]

[

]

[

]

r

ω

ω

r

ω

A

a

¢

+

¢

+

=

&

пер

 – переносное и 
[image: image40.wmf]a

¢

 – относительное ускорения материальной точки. 

Если материальная точка покоится относительно системы S', то 
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Уравнение движения материальной точки относительно 
неинерциальной системы отсчета

Пусть система отсчета S является инерциальной (см. Главу 2). Запишем уравнение движения материальной точки M, на которую действуют силы 
[image: image44.wmf]i
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, относительно системы отсчета S – 2-ой закон Ньютона: 

[image: image45.wmf]å

=

i

i

m

F

a

.                                                                            (4.13)
Подставим в уравнение (4.13) полученное выражение (4.9) для ускорения материальной точки относительно произвольно движущейся системы отсчета S' и несколько его преобразуем:
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В результате мы получили уравнение движения материальной точки относительно в общем случае неинерциальной системы отсчета S'. Как видим, в неинерциальной системе отсчета также можно использовать второй закон Ньютона, если к "материальным" силам, действующим на материальную точку со стороны материальных тел, добавить так называемые силы инерции:
переносную – 
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Кориолиса – 
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Заметим, что силы инерции вызваны не взаимодействием материальных объектов, а выбором неинерциальной системы отсчета, относительно которой рассматривается движение тел. В отличие от "материальных" сил для сил инерции нельзя указать тела, со стороны которых они действуют, следовательно, к ним не применим третий закон Ньютона (см. Главу 2). 
Переносная сила инерции связана как с ускоренным движением начала системы отсчета S', так и с вращением этой системы относительно инерциальной системы отсчета. Сила Кориолиса возникает только при движении материальной точки относительно вращающейся неинерциальной системы отсчета S'. 

Любую задачу можно решать как в инерциальной, так и в неинерциальной системах отсчета, пользуясь либо уравнениями движения, либо законами сохранения (см. Главу 3). При этом необходимо учитывать силы инерции, их импульс и работу точно так же, как и для "материальных" сил – сил взаимодействия материальных объектов. 
4.2. Основные типы задач и методы их решения

4.2.1. Классификация задач
Большинство задач на движение тел в неинерциальных системах отсчета можно условно отнести к следующим типам задач или их комбинациям. Задачи на движение тел в:

1) поступательно движущейся неинерциальной системе отсчета,

2) вращающейся неинерциальной системе отсчета. 
4.2.2. Общая схема решения задач механики в 
неинерциальных системах отсчета с использованием 
законов Ньютона

I. Определиться с моделями материальных объектов и явлений. 

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматриваемые тела.

2. Выбрать неинерциальную систему отсчета и изобразить на чертеже ее систему координат (из соображений удобства).

3. Изобразить и обозначить все силы, в том числе и силы инерции, а также необходимые кинематические характеристики системы.

4. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в условии задачи).

II. Записать полную систему уравнений для искомых величин.

1. Записать уравнения движения в проекциях на оси координат выбранной неинерциальной системы отсчета для всех тел системы.

2. Использовать третий закон Ньютона для материальных сил, если это не было сделано ранее в п. 3.

3. Использовать законы, описывающие индивидуальные свойства сил.
4. Записать уравнения кинематической связи.

5. Использовать результаты ранее решенных задач и особые условия задачи.

III. Получить искомый результат в аналитическом и численном видах.

1. Решить систему полученных уравнений.

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние корни, рассмотреть характерные случаи, установить область применимости).

3. Получить численный результат.

Примечания.

В случае решения задач на динамику материальной точки в пп. I.3 – I.5 речь идет о характеристиках материальной точки, а п. II.2 надо опустить. 

В случае решения задач на динамику простейших механических систем в пп. I.3 – II.2 речь идет о характеристиках и уравнениях движения тел и силах (в том числе силах инерции), действующих между телами рассматриваемой системы. 

Пункты II.1 – II.4 можно выполнять в той или иной последовательности в зависимости от решаемой задачи. 

4.3. Примеры решения задач

Задача 4.1

(Поступательно движущаяся неинерциальная система отсчета)

Два небольших шарика с одинаковой массой m, соединенные нерастянутой пружинкой длиной l0, лежат на гладкой горизонтальной поверхности. На один из шариков начинает действовать постоянная сила F, направленная вдоль оси пружинки (см. рис. 4.3). 
[image: image271.emf] 
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Через некоторое время длина пружинки становится максимальной и равной lmax. Определить коэффициент упругости пружинки k. 

Решение

I. Приложим силу F к переднему по направлению действия силы шарику (см. рис. 4.3), поскольку в соответствии с условием задачи в результате действия силы происходит растяжение пружинки. При решении задачи будем использовать две системы отсчета: лабораторную инерциальную систему, связанную с неподвижной поверхностью, по которой скользят рассматриваемые тела, и поступательно движущуюся неинерциальную систему отсчета, связанную с центром масс системы «два шарика + пружинка». 
Направим ось X лабораторной системы отсчета и ось X' неинерциальной системы отсчета вдоль направления действия силы 
[image: image51.wmf]F

 (рис. 4.3). В инерциальной системе отсчета система тел движется под действием одной внешней силы 
[image: image52.wmf]F

. В неинерциальной системе к указанной силе добавляются две переносные силы инерции Fпер. Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем. 

II. Используя теорему о движении центра масс (см. (3.6) в Главе 3), найдем ускорение центра масс системы «два шарика + пружинка» в инерциальной системе отсчета:
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Переносные силы инерции (4.16), действующие на каждый из шариков в неинерциальной системе отсчета, равны:
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Запишем закон изменения механической энергии системы «два шарика + пружинка» в неинерциальной системе отсчета на интервале времени от начала движения до момента максимального растяжения пружины (см. (3.39) в Главе 3):
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Здесь Fпер – модуль силы инерции, 
[image: image56.wmf]1
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 и 
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 – изменения координат заднего и переднего шариков (по отношению к направлению действия силы) за указанный промежуток времени. Левая часть уравнения (4.20) представляет собой изменение потенциальной энергии упруго деформированной пружинки. В момент максимального растяжения пружинки относительная скорость шариков становится равной нулю, следовательно, в системе отсчета, связанной с центром масс, кинетическая энергия шариков обращается в ноль и ее изменение за указанный интервал времени также равно нулю. Правая часть уравнения (4.20) представляет собой суммарную работу постоянных внешних сил, действующих на тела системы (включая силы инерции). 
III. Решая систему уравнений (4.18) – (4.20) с учетом 
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, получаем искомый коэффициент упругости пружинки:
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Решение этой же задачи в инерциальной системе отсчета, предложено в Главе 3 (задача 3.5).

Энергетический подход, реализованный нами при решении задач (3.5) и (4.1), не позволяет проанализировать характер движения тел системы. В нашем случае при движении шариков длина пружинки изменяется по гармоническому закону, периодически достигая своего максимального значения. Законы движения шариков и изменения длины связывающей их пружинки будут получены при решении задачи (8.11) в Главе 8. 
Задача 4.2
(Поступательно движущаяся неинерциальная система отсчета)

Математический маятник длиной 
[image: image60.wmf]l

 и массой 
[image: image61.wmf]m

 подвешен к потолку кабины лифта, опускающегося вниз с ускорением 
[image: image62.wmf]g

a

£

 (см. рис. 4.4). 
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Найти закон движения маятника относительно кабины лифта. Решить задачу в неинерциальной и инерциальной системах отсчета. Влиянием вращения Земли пренебречь.

Решение 1
I. В неинерциальной системе отсчета X'O'Y', связанной с лифтом (рис. 4.4), на маятник действуют три силы: сила тяжести 
[image: image63.wmf]g

m

, сила натяжения нити 
[image: image64.wmf]T

 и переносная сила инерции 
[image: image65.wmf]a

F

m
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=

пер

, направленная вверх. Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем.

II. Уравнение движения тела массой 
[image: image66.wmf]m

 в проекции на тангенциальную к траектории ось τ относительно неинерциальной системы отсчета имеет вид:
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где 
[image: image68.wmf]a

 – угол отклонения маятника от положения равновесия (рис. 4.4). 

Тангенциальное и угловое ускорения связаны соотношением (см. (1.19) в Главе 1):
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где ( – модуль линейной скорости маятника. 

III. Из уравнений (4.22) и (4.23) получаем уравнение движения маятника:
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Полученное нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка относительно ( легко решить в двух частных случаях: при малых углах отклонения маятника и при движении лифта с ускорением, равным по величине ускорению свободного падения – 
[image: image71.wmf]g
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При малых углах отклонения маятника 
[image: image72.wmf]a
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 уравнение (4.24) сводится к уравнению гармонических колебаний:
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здесь 
[image: image74.wmf]l
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 – круговая частота колебаний, которая определяется не только длиной маятника и ускорением свободного падения, но и ускорением лифта.
Нетрудно убедиться подстановкой, что решением уравнения (4.25) является гармоническая функция 
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где амплитуда колебаний 
[image: image76.wmf]0

a

 и начальная фаза 
[image: image77.wmf]0

j

 определяются начальными условиями. 
В случае движения лифта с ускорением, равным по модулю ускорению свободного падения, уравнение (4.24) принимает вид
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Следовательно, движение маятника относительно неинерциальной системы отсчета, связанной с лифтом, будет происходить с постоянной угловой скоростью 
[image: image79.wmf]a

&

, значение которой задается начальными условиями. Закон движения в этом случае имеет вид:
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где 
[image: image81.wmf]0
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 – начальное отклонение маятника. 

Искомый закон движения маятника относительно кабины лифта в общем случае является решением уравнения (4.24), которое допускает аналитическое решение в двух рассмотренных нами частных случаях (см. (4.26) и (4.28)).
Решение 2

В инерциальной системе отсчета 
[image: image82.wmf]XOY

 (см. рис. 4.4) координаты математического маятника x, y связаны с его углом отклонения ( в неинерциальной системе X'O'Y' следующим образом:
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где y0 – координата начала отсчета O' системы X'O'Y' относительно системы 
[image: image84.wmf]XOY

. 
Проекции ускорения маятника относительно инерциальной системы отсчета находим, дважды дифференцируя по времени соотношения (4.29):
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Уравнение движения маятника в проекциях на оси X и Y имеет вид (см. (2.2) в Главе 2):
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Учитывая, что в соответствии с условием задачи лифт движется вниз с постоянным ускорением 
[image: image87.wmf]a
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, получаем из уравнений (4.30) и (4.31) уравнение движения маятника относительно неинерциальной системы отсчета:
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Как видим, уравнение (4.32) совпадает с уравнением (4.24), а следовательно решении задачи в инерциальной системе отсчета совпадет с решением (4.26) и (4.28) в неинерциальной системе. 
Заметим, что оптимальным в данной задаче является выбор неинерциальной системы отсчета. 
Задача 4.3

(Поступательно движущаяся неинерциальная система отсчета)

Небольшое тело поместили на вершину гладкого полуцилиндра радиусом R, находящегося на горизонтальной поверхности (см. рис. 4.5). Полуцилиндру сообщают постоянное горизонтальное ускорение 
[image: image89.wmf]à

, в результате чего тело начинает соскальзывать с поверхности полуцилиндра. Определить модуль скорости 
[image: image90.wmf]0

u

 тела относительно полуцилиндра в момент отрыва и высоту 
[image: image91.wmf]H

, на которой произойдет отрыв.
Решение

I. Задачу решаем в поступательно движущейся неинерциальной системе отсчета, связанной с полуцилиндром. Относительно инерциальной системы отсчета ускорение неинерциальной системы равно 
[image: image92.wmf]a

. На тело, находящееся на поверхности цилиндра действуют сила тяжести 
[image: image93.wmf]g

m

, сила нормальной реакции опоры 
[image: image94.wmf]N

 и переносная сила инерции 
[image: image95.wmf]a
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, изображенные на рис. 4.5. 
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Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем. Полуцилиндр считаем абсолютно твердым телом, а соскальзывающее с его поверхности тело – материальной точкой.

II. Уравнение движения тела относительно неинерциальной системы отсчета в проекциях на нормальную и тангенциальную к траектории оси имеет вид:
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где 
[image: image98.wmf]u

 ( модуль скорости тела относительно полуцилиндра, а ( ( угол, задающий положение тела на поверхности полуцилиндра в любой момент времени до его отрыва (см. рис. 4.5).  
В момент отрыва сила нормальной реакции, действующая на тело со стороны полуцилиндра, обращается в ноль:

[image: image99.wmf]0
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Дополним систему уравнений (4.33) – (4.35) начальными условиями для угла ( и скорости тела 
[image: image100.wmf]u
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Получена полная система уравнений (4.33) – (4.36), позволяющая определить не только скорость тела, но и угол 
[image: image103.wmf]J

. 
Заметим, что попытка прямого решения полученной системы уравнений относительно скорости 
[image: image104.wmf]u

 и угла 
[image: image105.wmf]J

 приводит к громоздким преобразованиям. Решение задачи можно упростить, если воспользоваться законом изменения механической энергии. Изменение механической энергии тела на интервале времени от начала движения тела до момента его отрыва от поверхности полуцилиндра равно работе силы инерции (работа силы реакции опоры в выбранной неинерциальной системе отсчета равна нулю) на этом интервале:
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где 
[image: image107.wmf]0

u

, 
[image: image108.wmf]0

J

 – скорость и угол 
[image: image109.wmf]J

 в момент отрыва тела от поверхности полуцилиндра.
III. Из уравнений (4.33), (4.35) и (4.37) получаем два соотношения для квадрата скорости:
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Соотношение (4.39) перепишем в виде


[image: image112.wmf]0

0

2

0

sin

cos

2

J

J

u

Ra

Rg

Rg

+

-

=

-

.                                         (4.40)

Сложение уравнений (4.38) и (4.40) позволяет легко получить скорость тела относительно полуцилиндра в момент отрыва:
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Для угла (0, при котором произойдет отрыв, из соотношений (4.38) и (4.41) получаем следующее выражение:
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Искомая высота H, на которой тело оторвется от поверхности полуцилиндра, равна:
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Нетрудно видеть, что при 
[image: image116.wmf]0
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 выражение (4.43) дает значение высоты отрыва тела от неподвижного полуцилиндра 
[image: image117.wmf]R
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Задача 4.4
(Вращающаяся неинерциальная система отсчета)

Горизонтальный диск вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image118.wmf]ω

 вокруг вертикальной оси, проходящей через его центр (см. рис. 4.6). 
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По одному из диаметров диска в сторону от центра движется небольшое тело массой 
[image: image119.wmf]т

 с постоянной относительно диска скоростью 
[image: image120.wmf]V

. Найти силу F, с которой диск действует на тело в момент времени, когда оно находится на расстоянии 
[image: image121.wmf]r

 от оси вращения.
Решение

I. Выберем неинерциальную систему отсчета X'Y'Z', жестко связанную с вращающимся диском, при этом направим одну из осей системы координат Z' вдоль угловой скорости вращения диска 
[image: image122.wmf]w

, а другую Y' – вдоль скорости движения тела относительно диска 
[image: image123.wmf]V

 (рис. 4.6). В этой системе отсчета на тело действуют сила тяжести 
[image: image124.wmf]g

m

, сила реакции диска 
[image: image125.wmf]F

 (не изображенная на рисунке), переносная сила инерции, равная в данном случае центробежной силе инерции 
[image: image126.wmf]цб

F

 (см. (4.16)) – 
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и сила инерции Кориолиса (см. (4.17)) – 

[image: image128.wmf][
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Силой сопротивления воздуха пренебрегаем. 
II. Под действием рассмотренных выше сил тело движется в соответствии с условием задачи с постоянной относительно диска скоростью. Запишем уравнение движения тела в векторной форме в выбранной нами неинерциальной системе отсчета: 
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Уравнение движения (4.46) в проекциях на оси координат системы X'Y'Z', указанные на рис. 4.6, имеет вид:
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Как видим, сила реакции диска имеет отличные от нуля проекции на все координатные оси. 

III. Подставляя в (4.47) выражения для центробежной силы инерции (4.44) и силы Кориолиса (4.45), получаем выражения для искомых проекций на оси координат системы X'Y'Z' силы реакции диска:
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При этом модуль силы реакции диска 
[image: image132.wmf]F

 равен 
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а направляющие косинусы силы 
[image: image134.wmf]F

 относительно системы отсчета X'Y'Z', жестко связанной с диском, равны:
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Задача 4.5
(Вращающаяся неинерциальная система отсчета)

[image: image275.emf] 
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Винтовку с оптическим прицелом навели на вертикальную черту мишени, находящуюся точно в северном направлении, и выстрелили. Пренебрегая сопротивлением воздуха, определить на какое расстояние и в какую сторону пуля, попав в мишень, отклонится от черты. Выстрел произведен вдоль поверхности Земли на широте 
[image: image136.wmf]°
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 (см. рис. 4.7), начальная скорость пули 
[image: image137.wmf]900
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Решение

I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета X'Y'Z', жестко связанной с Землей, при этом направим одну из осей системы координат Z' вдоль угловой скорости вращения Земли 
[image: image139.wmf]ω

, а другую – в меридиональной плоскости, в которой лежит вектор начальной скорости пули 
[image: image140.wmf]V

 (рис. 4.7). Будем считать, что поверхность Земли является сферической, и Земля вместе со связанной с ней системой отсчета X'Y'Z' вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image141.wmf]Т
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, где T = 24 ч. 
На пулю в процессе полета действуют сила гравитационного взаимодействия с Землей 
[image: image142.wmf]гр

F

 и силы инерции – центробежная сила инерции 
[image: image143.wmf]цб

F

 и сила инерции Кориолиса 
[image: image144.wmf]Кор

F

, изображенные на рис. 4.7 в соответствии с (4.16) и (4.17). Отклонение пули от вертикальной черты мишени вызывает сила инерции Кориолиса. 
Центробежная сила инерции имеет горизонтальную составляющую, и, следовательно, изменяет горизонтальную проекцию скорости пули. Однако учет центробежной силы инерции даст малые поправки к величине и направлению скорости полета пули.
Сила инерции Кориолиса не меняя величины скорости пули, изменяет направление ее полета. При этом проекция скорости полета пули на направление выстрела практически не меняется. Поэтому будем считать, что в первом приближении движение в горизонтальном направлении происходит с постоянной скоростью, равной начальной скорости пули. 

II. Время полета пули t находим из условия равномерного движения в направлении выстрела:
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Ускорение в восточном направлении, перпендикулярном начальной скорости пули, определяется силой инерции Кориолиса (см. рис. 4.7) и равно
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Отклонение пули от вертикальной черты мишени при ускоренном движении в течение времени ( равно
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III. Решая полученную систему уравнений (4.51) – (4.53), находим искомое значение отклонения пули от вертикальной черты мишени:
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Оценим изменение горизонтальной проекции скорости пули 
[image: image149.wmf]t
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 под действием горизонтальной составляющей центробежной силы инерции 
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. Запишем уравнение движения пули в проекции на тангенциальную ось (см. рис. 4.8):
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Используя (4.16) и (4.55), получаем для горизонтальной проекции ускорения пули:
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Изменение горизонтальной проекции скорости пули под действием центробежной силы инерции с учетом (4.51) равно:
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Подстановка численных значений заданных в условии задачи величин в (4.57) дает 
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, что подтверждает справедливость принятого допущения. 
Задача 4.6
(Вращающаяся неинерциальная система отсчета)

Вращение Земли вызывает отклонение поверхности воды в реках от горизонтального положения. Определить, у какого берега и на какую величину h уровень воды в реке будет выше. Река течет в северном полушарии на широте 
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 с севера на юг. Ширина реки 
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. Считать ускорение свободного падения на данной широте равным 
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Решение

I. Выделим мысленно небольшой объем жидкости вблизи поверхности и рассмотрим его движение в неинерциальной системе отсчета, связанной с Землей. Направим ось Y вертикально вверх (вдоль линии отвеса), а ось X – горизонтально, перпендикулярно скорости течения реки в сторону правого берега (на запад). 
На рис. 4.9 изображены силы, действующие на элемент объема жидкости – сила тяжести 
[image: image161.wmf]mg

, равнодействующая сил давления со стороны всей остальной воды 
[image: image162.wmf]N

 и сила инерции Кориолиса 
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Жидкость считаем несжимаемой, сил вязкого трения нет. Направление течения реки направлено за плоскость чертежа. Равнодействующая сил давления направлена перпендикулярно поверхности жидкости и образует угол 
[image: image164.wmf]a

 с вертикалью. 

II. Жидкость движется в направлении, перпендикулярном плоскости чертежа, следовательно, векторная сумма сил, лежащих в плоскости чертежа и изображенных на рисунке, равна нулю:
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Уравнение (4.58) в проекциях на оси выбранной системы координат принимает вид:
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Разность высот правого и левого берегов реки, как видно на рис. 4.9, равна
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Для силы инерции Кориолиса (см. (4.17)) в данном случае справедливо выражение:
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III. Решая систему уравнений (4.59) – (4.61), получаем, что уровень воды у правого берега будет выше на величину
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Подстановка численных значений заданных в условии задачи величин в (4.62) дает искомое значение разности высот правого и левого берегов 
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Задача 4.7
(Вращающаяся неинерциальная система отсчета)

Тонкий однородный стержень длиной L и массой m, шарнирно закрепленный в верхней точке О, вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image171.wmf]w

 вокруг вертикальной оси, проходящей через данную точку (см. рис. 4.10). Определить угол устойчивого вращения стержня. 
Решение

[image: image278.emf] 
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I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета, связанной со стержнем и вертикальной осью вращения. Будем считать стержень абсолютно твердым телом. На стержень действуют три силы: сила тяжести mg, сила реакции со стороны шарнира и центробежная сила инерции. Силой сопротивления воздуха пренебрегаем. Под действием силы тяжести и силы реакции со стороны шарнира стержень совершает вращательное движение относительно лабораторной инерциальной системы отсчета, причем различные участки стержня движутся по окружностям разных радиусов. Следовательно, различна и сила инерции 
[image: image172.wmf]ин
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F

, действующая на отдельные элементы стержня в неинерциальной системе отсчета.
II. При устойчивом вращении стержень отклонен от вертикальной оси на постоянный угол 
[image: image173.wmf]a

. Поскольку стержень покоится в выбранной неинерциальной системе отсчета, сумма моментов всех сил, действующих на стержень в этой системе, относительно горизонтальной оси, проходящей через точку О перпендикулярно плоскости чертежа (рис. 4.10) и направленной из плоскости чертежа, равна нулю:
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При записи (4.63) учтено, что момент силы реакции шарнира относительно указанной оси равен нулю.

Запишем выражение для момента силы тяжести:
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Для нахождения суммарного момента сил инерции рассмотрим элемент стержня длиной dl, находящийся на расстоянии l от точки О. Центробежная сила инерции (см. (4.16)), действующая на этот элемент, равна 
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где 
[image: image177.wmf]r

 – плотность стержня, S – площадь его поперечного сечения, r – расстояние от элемента стержня до оси вращения.

Момент силы инерции относительно горизонтальной оси можно записать в виде:
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Суммарный момент сил инерции равен
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III. Решая полученную систему уравнений (4.63), (4.64) и (4.67) относительно угла (, получаем:
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Нетрудно видеть, что при 
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соответствует устойчивому вращению стержня, а значение ( = 0, которое следует из уравнения (4.69), соответствует неустойчивому вращению стержня. В случае 
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g

2

3

£

w

 устойчивым является вертикальное положение стержня (( = 0).
Задача 4.8
(Вращающаяся неинерциальная система отсчета)
Гладкая горизонтальная трубка длиной L равномерно вращается с угловой скоростью ω вокруг вертикальной оси, проходящей через один из ее концов (см. рис. 4.11). 
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Определить, за какое время t0 маленький шарик, находящийся на расстоянии l от оси трубки, достигнет ее конца, а также модуль скорости шарика относительно земли 
[image: image186.wmf]0
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 в момент его вылета из трубки. Начальную скорость шарика относительно трубки принять равной нулю.
Решение

I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета, связанной с трубкой и вертикальной осью вращения. Оси X' и Y' правой системы координат X'Y'Z' направим вдоль трубки и угловой скорости ее вращения соответственно (см. рис. 4.11). Шарик считаем материальной точкой, а трубку – абсолютно твердым телом. На шарик в процессе движения действуют четыре силы: сила тяжести mg, сила реакции трубки, центробежная сила инерции, а также сила инерции Кориолиса. Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем. Шарик движется вдоль трубки, причем его ускорение относительно неинерциальной системы отсчета определяется только центробежной силой инерции, поскольку направление действия остальных сил перпендикулярно его движению.

II. Запишем уравнение движения шарика относительно выбранной неинерциальной системы отсчета в проекции на ось, совпадающую с геометрической осью трубки (см. рис. 4.11):
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С целью упрощения дальнейшего интегрирования уравнения (4.71) выразим проекцию ускорения шарика a' через производную проекции скорости по пространственной координате r' шарика:
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III. Используя соотношение (4.72), исключаем проекцию ускорения из уравнения движения шарика (4.71):
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Полученное уравнение (4.73) решаем методом разделения переменных:
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Интегрируя (4.74), получаем связь проекции скорости шарика 
[image: image191.wmf]'
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 и его координаты r':
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Следовательно
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Уравнение (4.76) решаем методом разделения переменных:
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В результате интегрирования уравнения (4.77) находим искомое время движения шарика в трубке:
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Для нахождения скорости шарика относительно трубки воспользуемся (4.75):
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где 
[image: image197.wmf]'
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 ( единичный вектор вдоль оси X'. 
Скорость шарика относительно лабораторной инерциальной системы отсчета в соответствии с (4.8) может быть записана в виде:
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где 
[image: image199.wmf]'
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 ( единичный вектор вдоль оси Z'. Следовательно, искомый модуль скорости шарика относительно лабораторной системы отсчета равен: 
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Задача 4.9

(Поступательно движущаяся неинерциальная система отсчета)

Однородный цилиндр массой m скатывается без проскальзывания с клина массой M и углом при основании 
[image: image201.wmf]a

, стоящего на гладкой горизонтальной поверхности. Найти ускорение клина. 

Решение
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I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета, связанной с клином, оси которой X' и Y' направим вдоль горизонтальной и вертикальной поверхностей клина соответственно (см. рис. 4.12 и 4.13). 
На цилиндр действуют четыре силы: сила тяжести mg, сила трения покоя Fтр (качение происходит без проскальзывания) и сила нормальной реакции N со стороны клина, а также переносная сила инерции 
[image: image202.wmf]0
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 (рис. 4.12), обусловленная движением клина относительно лабораторной инерциальной системы отсчета с ускорением 
[image: image203.wmf]0
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, направленным в отрицательном направлении оси X'. Силой сопротивления воздуха пренебрегаем. 
На клин действуют: сила тяжести Mg, силы нормального давления N и трения покоя Fтр со стороны цилиндра, сила нормальной реакции опоры R и переносная сила инерции 
[image: image204.wmf]0

a

M

-

 (рис. 4.13).

II. Запишем уравнение движения центра масс цилиндра в проекциях на оси выбранной системы координат:
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где 
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x

a

, 
[image: image208.wmf]'

y

a

 – проекции ускорения a центра масс цилиндра, для которых можно записать:
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Уравнение вращательного движения (см. (6.30) в Главе 6) цилиндра относительно оси, совпадающей с его осью и направленной за плоскость чертежа (см. рис. 4.12), имеет вид:
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где 
[image: image212.wmf]j
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 – угловое ускорение цилиндра, r – его радиус. При записи (4.85) учтено известное выражение для момента инерции J цилиндра относительно оси, совпадающей с осью цилиндра – 
[image: image213.wmf]2
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, а также равенство нулю моментов сил инерции, нормальной реакции и тяжести относительно указанной оси.

Из условия качения без проскальзывания получаем уравнение связи ускорения оси цилиндра (совпадающего с ускорением центра масс a) с его угловым ускорением:
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Запишем также уравнение движения клина в проекции на ось Х':
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III. Решая совместно уравнения (4.82) – (4.87), получаем выражение для модуля ускорения клина:
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Следовательно, искомое ускорение клина относительно лабораторной инерциальной системы отсчета равно:
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где 
[image: image218.wmf]X

e

 ( единичный вектор лабораторной инерциальной системы отсчета, совпадающий с направлением оси X' неинерциальной системы отсчета.

Задача 4.10
(Поступательно движущаяся неинерциальная система отсчета)

Цилиндр массой m и радиусом R находится на расстоянии L от правого края доски. Доска начинает двигаться с ускорением a влево (рис. 4.14), при этом цилиндр катится по доске без проскальзывания. С какой скоростью 
[image: image219.wmf]цм
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 относительно доски будет двигаться центр масс цилиндра в тот момент, когда он будет находиться над краем доски? 
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Решение

I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета, связанной с доской. Направим ось X' системы координат противоположно ускорению доски. На цилиндр в процессе движения действуют четыре силы: сила тяжести 
[image: image220.wmf]g

m

, сила нормальной реакции опоры 
[image: image221.wmf]N

, сила трения покоя 
[image: image222.wmf]тр
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 (проскальзывания при качении нет) и переносная сила инерции 
[image: image223.wmf]a

m

-

. Силой сопротивления воздуха пренебрегаем.

II. Запишем уравнение движения центра масс цилиндра в проекции на ось Х': 
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Уравнение вращательного движения (см. (6.30) в Главе 6) цилиндра относительно оси, совпадающей с его осью и направленной за плоскость чертежа (см. рис. 4.14), имеет вид:
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где 
[image: image226.wmf]j
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 – угловое ускорение цилиндра, R – его радиус. Момент инерции цилиндра Ј относительно указанной оси равен
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Из условия качения без проскальзывания получаем уравнение связи ускорения оси цилиндра (совпадающего с ускорением центра масс 
[image: image228.wmf]x
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) с его угловым ускорением:
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Запишем также кинематические соотношения при равноускоренном движении центра масс цилиндра относительно неинерциальной системы отсчета: 
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При записи последних соотношений учтено, что движение начинается с нулевой начальной скоростью.

III. Решая совместно уравнения (4.90) – (4.93), получаем выражение для ускорения центра масс цилиндра:
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Искомую скорость центра масс цилиндра в момент времени, когда он будет находиться над краем доски, получим из (4.94) – (4.96):
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4.4. Задачи для самостоятельного решения
Задача 1
С какой горизонтальной силой 
[image: image234.wmf]F

 следует двигать клин с углом 
[image: image235.wmf]a

 при основании и массой М, чтобы лежащий на нем брусок массой 
[image: image236.wmf]m

 не перемещался относительно клина? Сила 
[image: image237.wmf]F

 направлена так, как показано на рисунке. 
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Коэффициент трения скольжения между бруском и клином равен 
[image: image238.wmf]m

. 
Ответ:
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 проскальзывание будет при любом значении модуля силы F.
Задача 2
С какой горизонтальной силой 
[image: image242.wmf]F

 следует двигать клин с углом 
[image: image243.wmf]a

 при основании и массой М, чтобы лежащий на нем брусок массой 
[image: image244.wmf]m

 не перемещался относительно клина? Сила 
[image: image245.wmf]F

 направлена так, как показано на рисунке. 
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Коэффициент трения скольжения между бруском и клином равен 
[image: image246.wmf]m

.
Ответ: 
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Задача 3
Сплошной цилиндр скатывается без проскальзывания с наклонной плоскости с углом 
[image: image251.wmf]a

 к горизонту. Наклонная плоскость опускается в лифте с ускорением а0. Определить ускорение оси цилиндра относительно наклонной плоскости.

Ответ: 
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Задача 4
Горизонтальный диск радиуса R вращают с постоянной угловой скоростью ω вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей через его край. По краю диска равномерно относительно него движется частица массой m. В момент времени, когда она оказывается на максимальном расстоянии от оси вращения, сумма всех сил инерции 
[image: image253.wmf]ин
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, действующих на частицу в системе отсчета, связанной с диском, обращается в ноль. Найти зависимость модуля силы 
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 от расстояния r от частицы до оси вращения.

Ответ: 
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Задача 5
[image: image284.emf] 
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Жесткие стержни образуют равнобедренный прямоугольный треугольник, который вращается с постоянной угловой скоростью ω вокруг вертикального катета АВ (см. рис.). По стержню АС скользит без трения муфта массой т, связанная пружиной жесткостью k с вершиной А треугольника. Длина нерастянутой пружины l. Определить при каком значении модуля угловой скорости ω муфта будет в равновесии при недеформированной пружине? Будет ли это равновесие устойчивым? 
Ответ: 
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Задача 6
Из ружья произведен выстрел вверх (параллельно линии отвеса). Географическая широта места ( = 60(, начальная скорость пули 
[image: image258.wmf]100
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 м/с. Определить насколько восточнее или западнее от места выстрела упадет пуля. 

Ответ: пуля отклонится к западу на расстояние 
[image: image259.wmf]5
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Задача 7
Поезд массой 
[image: image260.wmf]m

 движется вдоль меридиана на северной широте 
[image: image261.wmf]j

 со скоростью 
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. Определить величину и направление силы бокового давления поезда на рельсы.

Ответ: 
[image: image263.wmf]j
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 (на правый по ходу поезда рельс).
Задача 8
На экваторе на рельсах стоит пушка. Рельсы направлены с запада на восток, и пушка может двигаться по ним без трения. Пушка стреляет вертикально вверх. Какую скорость будет иметь пушка после выстрела? Масса пушки М, масса снаряда m, длина ствола l. Считать, что в стволе снаряд движется с постоянным ускорением а.

Ответ: 
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 – угловая скорость вращения Земли.

Задача 9
Под каким углом к вертикали надо произвести выстрел вверх, чтобы пуля упала обратно в точку, из которой был произведен выстрел? Начальная скорость пули V0 = 100 м/c, географическая широта места φ = 60(.

Ответ: ствол ружья надо наклонить к востоку под углом 
[image: image266.wmf]1
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Задача 10
На экваторе с высоты H на поверхность Земли падает тело с нулевой начальной скоростью. Пренебрегая силой сопротивления воздуха, определить в какую сторону и на какое расстояние отклонится тело при падении от вертикали. Угловую скорость вращения Земли ω считать заданной.
Ответ: Отклонится на восток на расстояние 
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Задача 11
Поезд массой m движется вдоль экватора с постоянной скоростью υ. Определить силу N нормального давления поезда на рельсы. Решить задачу в двух неинерциальных системах отсчета: в системе, связанной с поверхностью Земли, и в системе, связанной с поездом. Радиус Земли R и ее угловую скорость вращения ω считать заданными.
Ответ: 
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Рис. 4.2. Изменение произвольного вектора � EMBED Equation.3  ���, жестко связанного с телом отсчета системы S'.


























Рис. 4.1. Взаимная ориентация осей координат произвольно движущихся систем отсчета S и S'.



















































































Рис. 4.5









































Рис. 4.10
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Рис. 4.4


























Рис. 4.12
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Рис. 4.9








Рис. 4.11

















Рис. 4.8






































Рис. 4.3




















Рис. 4.7


























� Задачи 4.9 и 4.10, а также задачу 3 для самостоятельного решения рекомендуем решать после ознакомления с содержанием Главы 6.
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