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Глава 3. Законы изменения импульса и механической энергии 


глава 3

ЗАКОНЫ ИЗМЕНЕНИЯ ИМПУЛЬСА И МЕХАНИЧЕСКОЙ
ЭНЕРГИИ СИСТЕМЫ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК
3.1. Теоретический материал

Центр масс механической системы (системы материальных точек) – точка пространства, радиус-вектор которой 
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 равен:
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где 
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 – масса механической системы, 
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 и mi – радиус-вектор и масса i-ой материальной точки системы. 

Скорость центра масс 
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 – физическая величина, равная 
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где 
[image: image7.wmf]i
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 – скорость i-ой материальной точки системы.

Ускорение центра масс 
[image: image8.wmf]цм
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 – физическая величина, равная 

[image: image9.wmf]m

m

i

i

i

å

=

a

a

цм

.                                                                          (3.3)
где 
[image: image10.wmf]i
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 – ускорение i-ой материальной точки системы.
3.1.1. Импульс механической системы
Импульс (количество движения) материальной точки 
[image: image11.wmf]p

 – физическая величина, равная произведению массы материальной точки на ее скорость:
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Импульс механической системы 
[image: image13.wmf]P

 – физическая величина, равная сумме импульсов материальных точек, из которых состоит система: 
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Теорема о движении центра масс механической системы (уравнение движения центра масс) – произведение массы системы на ускорение ее центра масс относительно инерциальной системы отсчета равно сумме всех внешних сил 
[image: image15.wmf]ex

F

, действующих на механическую систему со стороны тел, не входящих в систему. 
В соответствии со вторым и третьим законами Ньютона (см. Главу 2):
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где 
[image: image17.wmf]ex
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 – сумма внешних сил, действующих на j-ую материальную точку механической системы, 
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 – сумма внутренних сил, действующих на j-ую материальную точку механической системы со стороны других материальных точек, входящих в систему. 

Импульс силы 
[image: image19.wmf]F

 за физически бесконечно малый интервал времени dt, в течение которого она действует, – физическая величина, равная произведению силы на этот интервал времени: 
[image: image20.wmf]t
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.
Закон изменения импульса механической системы – изменение импульса механической системы относительно инерциальной системы отсчета за физически бесконечно малый интервал времени dt равно импульсу суммы внешних сил, действующих на систему в этот интервал времени:
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Для конечного интервала времени 

[image: image22.wmf]ò

=

-

º

2

1

ex

1

2

)

(

)

(

Δ

t

t

dt

t

t

F

P

P

P

,                                                   (3.8)

где t1 и t2 – начальный и конечный моменты рассматриваемого интервала времени. 

Закон изменения проекции импульса механической системы – изменение проекции импульса механической системы относительно инерциальной системы отсчета на неподвижное относительно этой системы направление (задаваемое единичным вектором 
[image: image23.wmf]n

) равно проекции на то же направление импульса суммы внешних сил, действующих на систему:
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Изолированная механическая система – механическая система, на которую не действуют внешние силы: 
[image: image26.wmf]0
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Замкнутая механическая система – механическая система, для которой сумма всех внешних сил равна нулю: 
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Закон сохранения импульса механической системы – если механическая система замкнута, то ее импульс относительно инерциальной системы отсчета сохраняется:
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Замкнутая в данном направлении механическая система – механическая система, для которой проекция суммы всех внешних сил на неподвижное относительно инерциальной системы отсчета направление 
[image: image29.wmf]n

 равна нулю: 
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Закон сохранения проекции импульса механической системы – если система замкнута в данном направлении, то проекция ее импульса относительно инерциальной системы отсчета на это направление сохраняется: 
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Движение тела с переменной массой.
Рассмотрим движение тела с переменной массой. Пусть M(t) – масса тела в момент времени t и 
[image: image32.wmf]M
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 – масса отделившихся частиц за время dt (см. рис. 3.1). 
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Запишем импульс тела в момент времени t и импульс тела с отделившимися от него частицами в момент времени t + dt:
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Здесь 
[image: image35.wmf])
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 – скорость тела в момент времени t, 
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 – изменение скорости тела за время dt, 
[image: image37.wmf]1
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 – скорость отделившихся частиц. 

С точностью до бесконечно малых величин второго порядка изменение импульса механической системы, состоящей из тела и отделившихся от него за время dt частицами, равно
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где 
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 – скорость отделяющихся частиц относительно тела. 
Записав закон изменения импульса для рассматриваемой механической системы, получим уравнение движения для тела с переменной массой M(t), т.е. уравнение Мещерского:
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Здесь 
[image: image42.wmf]ex
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 – внешняя сила, действующая на тело, 
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 – скорость изменения массы тела, взятая с обратным знаком, так называемый расход топлива, 
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 – реактивная сила, действующая на тело со стороны отделяющихся от него частиц.

3.1.2. Работа сил
Работа силы 
[image: image45.wmf]F

 при бесконечно малом перемещении 
[image: image46.wmf]r
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 материальной точки, на которую действует сила (точки приложения силы), равна скалярному произведению силы на это перемещение:
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Работа силы 
[image: image48.wmf]F

 при конечном перемещении материальной точки, на которую действует сила, равна:
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Здесь 
[image: image50.wmf]1

r

 и 
[image: image51.wmf]2
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 – радиус-векторы точки в начальный и конечный моменты времени. 
Заметим, что в общем случае работа силы зависит от выбора системы отсчета, а также от траектории движения материальной точки, на которую действует сила (не только от начального и конечного положения материальной точки). 

Мощность силы – физическая величина, численно равная работе, совершаемой силой за единицу времени:
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А. Работа потенциальных сил
Потенциальная сила 
[image: image53.wmf]p

F

 – сила, работа которой не зависит от вида траектории, а только от начального и конечного положений точки приложения силы. Работа потенциальной силы по замкнутой траектории равна нулю
. 

Потенциальные силы, действующие на тела системы, могут быть внутренними 
[image: image54.wmf]in
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 и внешними 
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Центральные силы – силы, направленные вдоль прямой, соединяющей точку их приложения с единым силовым центром, модуль которых зависит только от расстояния до этого центра:
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где 
[image: image57.wmf]r

 – радиус-вектор точки приложения силы относительно силового центра, а 
[image: image58.wmf]r
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 – расстояние от этой точки до силового центра. 
Центральные силы потенциальны. Рассмотрим два случая.

1. Одиночная центральная сила.
Если выбрать начало системы отсчета S в силовом центре O (см. рис. 3.2), то работа силы (3.21) при физически бесконечно малом перемещении точки ее приложения относительно выбранной системы отсчета равна:
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Здесь учтено, что 
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Работа центральной силы при конечном перемещении ее точки приложения равна
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где 
[image: image62.wmf])
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 – первообразная функции 
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Как видим, работа центральной силы с неподвижным относительно системы отсчета жестко связанной с силовым центром зависит лишь от расстояний до силового центра. 

2. Парные центральные силы. 
Парные центральные силы – это две силы, 
[image: image64.wmf]1

F

 и 
[image: image65.wmf]2

F

, которые одинаковы по модулю, противоположно направлены вдоль прямой, соединяющей точки приложения этих сил (см. рис. 3.3) – 
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, и модули которых зависят только от расстояния между точками их приложения 
Для парных центральных сил 
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и работа этих сил зависит лишь от расстояния между точками их приложения:
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Постоянные силы – силы, которые не зависят от точки их приложения. Эти силы образуют однородное силовое поле.
Постоянные силы потенциальны (однородное силовое поле потенциально):
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Силы упругости потенциальны. При упругом взаимодействии двух произвольно движущихся материальных точек упругая сила, действующая на одну из материальных точек, в общем случае не является потенциальной, а обе – потенциальны, поскольку они являются парными и центральными. 
Б. Работа непотенциальных сил

Непотенциальные силы 
[image: image72.wmf]np

F

 ( силы, работа которых зависит не только от начального и конечного положений точки приложения силы, но и от вида ее траектории. 

Силы трения (см. п. 2.1.2.В в Главе 2) являются непотенциальными силами. 
Работа силы трения может быть как положительной, так и отрицательной в зависимости от взаимной ориентации силы и перемещения материальной точки, на которую она действует. 
Работа пары сил трения покоя, возникающих при взаимодействии двух тел, равна нулю
:
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Здесь использован третий закон Ньютона 
[image: image75.wmf](
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 и условие неподвижности одного тела относительно другого 
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Работа пары сил трения скольжения всегда отрицательна:
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где 
[image: image79.wmf]отн
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 – скорость движения первого тела относительно второго. При записи (3.30) использован третий закон Ньютона 
[image: image80.wmf](
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 и закон Амонтона–Кулона для определения направления силы трения скольжения (см. (2.14) в Главе 2). 
3.1.3. Энергия механической системы
Потенциальная энергия механической системы 
[image: image81.wmf]p

E

 – физическая величина, равная сумме работ потенциальных сил, действующих на тела системы, при изменении положения тел системы в пространстве из данного (состояние 1) в любое наперед заданное (состояние 0), называемое нулем отсчета потенциальной энергии: 
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Поскольку потенциальные силы могут быть внутренними и внешними, то в общем случае потенциальная энергия равна сумме потенциальных энергий взаимодействия тел системы друг с другом (конфигурации системы) 
[image: image84.wmf]in
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 и с внешними по отношению к системе телами (во внешних полях, которые должны быть стационарны) 
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Кинетическая энергия материальной точки – физическая величина, равная:
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Кинетическая энергия механической системы – сумма кинетических энергий материальных точек, из которых состоит механическая система:
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Механическая энергия системы – сумма кинетической и потенциальной энергий механической системы:
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Закон изменения механической энергии системы – изменение механической энергии системы равно работе внутренних 
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 сил: 
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или для конечного интервала времени 
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Этот закон является в механике Ньютона "теоремой" и может быть получен из второго и третьего законов Ньютона. 

Закон сохранения механической энергии системы – если работа всех непотенциальных сил равна нулю, то механическая энергия системы относительно инерциальной системы отсчета сохраняется:
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Закон сохранения механической энергии системы является прямым следствием закона ее изменения (3.39).
Консервативная система – механическая система, для которой сохраняется ее механическая энергия. 
3.1.4. Столкновение тел

Удар (соударение) – кратковременное взаимодействие тел при непосредственном соприкосновении, при котором изменением положения этих тел в пространстве за время их соударения можно пренебречь. 
Абсолютно упругий удар – удар, при котором кинетическая энергия тел до соударения равна кинетической энергии тел после соударения. 

Абсолютно неупругий удар – удар, при котором соударяющиеся тела приобретают одинаковую скорость после соударения. 

3.2. Основные типы задач и методы их решения

3.2.1. Классификация задач
Большинство задач на законы сохранения (или изменения) для механической системы можно условно отнести к следующим типам задач или их комбинациям:

1) закон сохранения (или изменения) импульса,

2) закон сохранения (или изменения) механической энергии,

3) движение тел с переменной массой (с использованием закона изменения импульса),

4) абсолютно упругое соударение тел (с использованием законов сохранения импульса и механической энергии),

5) абсолютно неупругое соударение тел (с использованием закона сохранения импульса).

3.2.2. Общая схема решения задач 

I. Определиться с моделями материальных объектов и явлений. 

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматриваемые тела.

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систему координат (из соображений удобства).

3. Изобразить и обозначить все силы и необходимые кинематические характеристики системы.

4. Провести анализ действующих на тела системы сил (потенциальные и непотенциальные силы), используя законы, описывающие их индивидуальные свойства. 

5. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в условии задачи). 

6. Выбрать механическую систему и рассматриваемый интервал (начальный и конечный моменты) времени.
II. Записать полную систему уравнений для искомых величин.

1. Выбрать законы сохранения и записать их в выбранной системе отсчета для выбранной механической системы и выбранного интервала времени в рамках выбранной модели.

2. Записать уравнения кинематических связей.

3. Использовать результаты ранее решенных задач и особые условия задачи.

III. Получить искомый результат в аналитическом и численном видах.

1. Решить систему полученных уравнений.

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние корни, рассмотреть характерные случаи, установить область применимости).

3. Получить численный результат.

Примечание.

Пункты I.6 – II.2 в случае необходимости выполняются неоднократно. 

3.3. Примеры решения задач

Задача 3.1

(Закон сохранения импульса)

Ствол игрушечной пушки направлен под углом ( = 45( к горизонту. Найти скорость пушки сразу после выстрела, если она не закреплена и может скользить по абсолютно гладкой поверхности. Модуль скорости снаряда относительно пушки сразу после выстрела равен (0 = 2,2 м/с, а его масса в k = 10 раз меньше массы пушки. 

Решение

Для решения задачи воспользуемся общей схемой решения задач механики с помощью законов сохранения.

I. Выберем систему отсчета, связанную с горизонтальной поверхностью. Ось X декартовой системы координат направим горизонтально, а ось Y – вертикально вверх. Определимся с моделями материальных объектов и явлений. Система тел «пушка + снаряд» является замкнутой вдоль оси X в течение интервала времени от момента, предшествующего выстрелу пушки, до момента времени сразу после выстрела, поскольку в соответствии с условиями задачи сил трения, действующих на тела системы, нет. 

II. Запишем закон сохранения проекции импульса (3.13) на ось X для выбранной системы тел и рассматриваемого интервала времени:
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Здесь 
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 – проекции скоростей пушки и снаряда после выстрела на ось X. 
Проекция на ось X неизвестной скорости снаряда относительно лабораторной системы отсчета 
[image: image102.wmf]x
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 связана с проекциями скорости пушки 
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 и относительной скорости снаряда 
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 следующим образом:
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Используем также заданное в условии задачи соотношение между массами снаряда и пушки:
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III. Решая систему уравнений (3.41) – (3.43), находим искомое выражение для проекции скорости пушки на ось X после выстрела:
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Подставляя в (3.44) значения физических величин, заданных в условии задачи, получаем 
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Задача 3.2

(Закон сохранения импульса)

Две одинаковые тележки, на каждой из которых находится по человеку, движутся без трения по инерции навстречу друг другу по параллельным рельсам. Когда тележки поравнялись, с каждой из них на другую перепрыгнул человек в направлении, перпендикулярном к движению тележек. В результате первая тележка остановилась, а скорость второй стала равна V. Найти модули первоначальных скоростей тележек 
[image: image109.wmf]1

V

 и 
[image: image110.wmf]2

V

, если масса каждой тележки равна М, а масса каждого человека – 
[image: image111.wmf]m

. 

Решение

I. В соответствии с общей схемой решения задач на законы сохранения определимся с моделями материальных объектов и явлений. Пренебрегая сопротивлением воздуха, будем считать, что скорость каждого человека сразу после прыжка равна его скорости непосредственно перед приземлением на другую тележку. 
На рис. 3.4 показано состояние системы тел для трех моментов времени: 
[image: image112.wmf]1

t

 – непосредственно перед прыжком, 
[image: image113.wmf]2

t

 – момент, когда оба человека находятся в полете, 
[image: image114.wmf]3

t

 – сразу после приземления. 
На рис. 3.4 также изображена выбранная система координат XY, жестко связанная с рельсами, и обозначены скорости всех тел в указанные моменты времени. 
На временном интервале (t1, t2) будем рассматривать две системы тел: «первый человек + первая тележка» и «второй человек + вторая тележка». Поскольку человек прыгнул в направлении, перпендикулярном движению тележки, то после отрыва от тележки проекция его скорости на ось X (совпадающую с направлением движения первой тележки; см. рис. 3.4) равна скорости тележки после его прыжка. 
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На временном интервале (t2, t3) также рассмотрим две системы тел: «первый человек + вторая тележка», «второй человек + первая тележка». 

Поскольку все внешние по отношению к рассматриваемым системам тел силы (силы тяжести и силы реакции рельсов) направлены перпендикулярно направлению оси X, то эти системы тел замкнуты в направлении данной оси, и для них выполняется закон сохранения проекции импульса на соответствующих им временных интервалах. 

II. Запишем законы сохранения проекции импульса для выбранных систем тел и выбранных временных интервалов.

Система тел «первый человек + первая тележка, временной интервал 
[image: image115.wmf])
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Из уравнения (3.46) следует, что скорость тележки после прыжка человека не изменится:
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Аналогичный вывод можно сделать и для второй тележки, рассматривая тот же временной интервал и систему тел «второй человек + вторая тележка»: 
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Система тел «второй человек + первая тележка, временной интервал 
[image: image119.wmf])

,

(

3

2

t

t

:


[image: image120.wmf]0

2

1

=

-

mV

MV

.                                                                       (3.49)

В (3.49) учтено, что первая тележка остановилась после приземления второго человека.

Для системы тел «первый человек + вторая тележка» и того же временного интервала имеем:
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III. Решая систему уравнений (3.49) – (3.50), находим искомые модули скоростей тележек в начальный момент времени:
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Проанализируем полученное решение. Если массы тележек разные, то (3.51) дает однозначный ответ на вопрос задачи. В случае, когда M = m обе тележки останавливаются (V = 0). При этом начальные скорости тележек могут быть любыми по величине, но равными друг другу: 
[image: image124.wmf]2
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Задача 3.3

(Движение тел с переменной массой)

По двум горизонтальным рельсам движутся с постоянной скоростью (0 = 1 м/с без трения (по инерции) две одинаковые тележки массой M0 = 100 кг каждая. В некоторый момент времени t0 = 0 на обе тележки сверху непрерывной струйкой начинает сыпаться песок так, что масса сыплющегося песка растет линейно по закону m = kt, где k = 10 кг/с. В первой тележке есть устройство для непрерывного выброса всего ссыпанного на нее песка в направлении, перпендикулярном скорости тележки. Из второй тележки песок не выбрасывается. Как будут зависеть от времени скорость и перемещение каждой тележки? За какое время каждая тележка пройдет расстояние L = 9 м?
Решение

I. В соответствии с общей схемой решения задач на законы сохранения рассмотрим особенности процессов для обеих тележек. В обоих случаях система тел «тележка + ссыпающийся на нее за время dt песок» является замкнутой в направлении движения тележки, следовательно, можно использовать закон сохранения проекции импульса. Выберем системы координат так, как показано на рис. 3.5. 
II. Закон сохранения проекции импульса на ось X для системы тел «тележка + ссыпающийся на нее за время dt песок» и интервала времени [t, t + dt] в обоих случаях имеет вид:
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Здесь M(t) и 
[image: image126.wmf])
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 – мгновенные значения массы и скорости тележки в момент времени t; dm – приращение массы тележки за малый промежуток времени dt, d( – приращение скорости тележки. 
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Из условия задачи следует, что
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Аналогично тому, как это было сделано в теоретическом введении при рассмотрении движения тел с переменной массой, пренебрежем в (3.52) членами второго порядка малости:
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Следовательно:
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Далее рассмотрим движение каждой тележки в отдельности.

Тележка №1. В соответствии с условием задачи масса первой тележки не меняется со временем (M(t) = M0), поэтому, интегрируя (3.55), получим:
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Таким образом, зависимость скорости первой тележки от времени имеет вид:
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Закон движения первой тележки получаем, интегрируя (3.57):
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Воспользовавшись законом движения (3.58), находим время, за которое первая тележка пройдет расстояние L = 9 м:
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Тележка 2. В соответствии с условием задачи для массы второй тележки можно записать:
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и уравнение (3.55) принимает вид: 
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После интегрирования (3.61) получаем:
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Зависимость скорости второй тележки от времени имеет вид:

[image: image137.wmf]kt

M

M

+

=

0

0

0

2

u

u

.                                                                     (3.63)

Используя (3.63) находим закон движения второй тележки:
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Воспользовавшись законом движения (3.64), находим время, за которое вторая тележка пройдет расстояние L = 9 м: 
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III. Проанализируем полученное решение. Масса второй тележки увеличивается со временем, поэтому при падении на нее очередной порции песка ее скорость уменьшается медленнее, чем скорость первой тележки. Графики зависимостей координат тележек от времени показаны на рис. 3.6. 
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В соответствии с (3.58) координата первой тележки асимптотически стремится к значению 
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= 10 м. Скорость второй тележки также уменьшается со временем, однако ее координата будет все время увеличиваться.

Задача 3.4

(Движение тел с переменной массой)

Ракета поддерживается в воздухе на постоянной высоте с помощью жидкостного ракетного двигателя. Начальная масса ракеты (с топливом) равна M0 = 105 кг, а скорость выбрасываемых вертикально вниз газов равна u = 2600 м/с. Найти расход топлива μ(t) и массу выброшенных ракетой газов в первую секунду полета. 

Решение

I. Выберем систему координат, связанную с поверхностью Земли, ось X которой направим вертикально вверх. Для анализа условия равновесия будем использовать закон изменения импульса для системы тел «ракета + вылетевшие из нее газы». На эту систему тел действует внешняя сила – сила тяжести. 

II. Закон изменения проекции импульса (см. (3.7)) ракеты запишем в виде
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Здесь M(t) – масса ракеты в момент времени t; 
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изменение массы ракеты за малый промежуток времени dt.
Дополним это уравнение условием сохранения суммарной массы ракеты и вылетающего газа:
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III. Решим полученную систему уравнений (3.66) – (3.68) относительно расхода топлива 
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Исключая из системы уравнений массу ракеты M и массу истекающих их нее газов m, получаем дифференциальное уравнение относительно 
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Решаем (3.69) методом разделения переменных:
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Константу интегрирования A в (3.71) определяем из уравнения (3.66), записанного для начального момента времени:
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В результате получаем искомое выражение для расхода топлива:
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Массу газов, выброшенных ракетой за время t, находим в результате интегрирования 
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При 
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 масса выбрасываемых газов оказывается пропорциональна времени их истечения:
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Поскольку по условию задачи 
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, воспользуемся выражением (3.75) для нахождения искомой массы выброшенных ракетой газов в первую секунду полета:
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Задача 3.5

(Закон изменения механической энергии)
Два шарика с одинаковой массой m, соединенные нерастянутой пружинкой длиной l0, лежат на гладкой горизонтальной поверхности. На один из шариков начинает действовать постоянная сила F, направленная вдоль оси пружинки. Через некоторое время длина пружинки становится максимальной и равной lmax. Определить коэффициент упругости пружинки k. 

Решение

Приложим силу F к переднему по направлению действия силы шарику (см. рис. 3.7), поскольку в соответствии с условием задачи в результате действия силы происходит растяжение пружинки. 
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Выберем систему координат, связанную с горизонтальной поверхностью, направив ось X вдоль направления действия силы, и обозначим координаты шариков x10, x20 в начальный момент времени и x11, x21 в момент максимального сжатия пружины (как показано на рис. 3.7). В этом случае длина нерастянутой пружинки в исходном состоянии 
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, а ее длина в момент максимального растяжения 
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Движение тел системы, состоящей из двух связанных пружинкой шариков, под действием внешней силы F из-за изменяющихся во времени внутренних упругих сил будет достаточно сложным. Однако в момент времени, когда расстояние между шариками максимально и равно lmax, скорости их будут равны, что существенно упрощает решение задачи. В соответствии с условием задачи пренебрежем силами трения и сопротивления воздуха, массой пружинки и размерами шариков. Воспользуемся законом изменения механической энергии и теоремой о движении центра масс для выбранной системы тел (см. п. 3.1). 
II. Закон изменения механической энергии (3.39) для системы «два шарика + пружинка» на интервале времени от начала действия силы до момента максимального растяжения пружинки имеет вид:
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где 
[image: image160.wmf]u

 – скорость шариков в момент максимального растяжения пружины, а работа внешней силы равна
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Запишем уравнение движения центра масс (3.6) для рассматриваемой системы «два шарика + пружинка»:
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Поскольку центр масс системы движется равноускоренно с ускорением 
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где 
[image: image165.wmf]u
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 – скорость центра масс в момент максимального растяжения пружины. 

III. Подставляя (3.79) в (3.80), выражаем квадрат скорости центра масс через координаты шариков: 
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Решая систему уравнений (3.77), (3.78) и (3.81), получаем искомый коэффициент упругости пружинки:
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Заметим, что, если приложить силу F к заднему по отношению к ее направлению шарику, то в процессе движения тел системы длина пружинки в некоторый момент времени станет минимальной lmin, при этом коэффициент упругости пружинки определяется соотношением 
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Эту задачу можно решить и в неинерциальной системе отсчета, связанной с центром масс системы «два шарика + пружинка» (см. решение задачи 4.1 в главе 4). 
Задача 3.6
(Закон изменения механической энергии)

По гладкой внутренней поверхности полусферической чаши радиусом R из верхней ее точки начинает соскальзывать небольшая шайба. Чаша движется с постоянной скоростью 
[image: image169.wmf]0
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 так, как показано на рис. 3.8. Определить скорость шайбы в тот момент, когда она будет в нижней точке своей траектории. 
Решение 

I. Задачу можно решать либо в лабораторной системе отсчета, либо в системе отсчета, движущейся вместе с чашей. 
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Особенностью решения задачи в лабораторной системе является то, что работа силы нормальной реакции опоры N, действующей на шайбу, не равна нулю. Поэтому представляется интересным решить задачу в лабораторной системе отсчета. 
Выберем оси системы координат так, как показано на рис. 3.8. Будем использовать закон изменения механической энергии шайбы за время от начала движения до момента времени, когда она будет в нижней точке своей траектории. 

II. Запишем закон изменения механической энергии шайбы (см. (3.39)) в следующем виде:
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где 
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 – изменение потенциальной и кинетической энергии шайбы за рассматриваемый интервал времени в лабораторной системе отсчета, A – работа внешних сил. В данном случае внешней является сила нормальной реакции N, действующая со стороны чаши на шайбу. Для работы этой силы за малый промежуток времени dt можно записать:
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Поскольку сила не меняется при переходе из одной инерциальной системы отсчета в другую, то для определения силы N воспользуемся теперь системой отсчета, связанной с чашей. Для этого запишем уравнение движения шайбы относительно этой системы в проекциях на нормальную 
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 и тангенциальную 
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 оси (рис. 3.8):
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где m – масса шайбы, 
[image: image178.wmf]отн
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 – модуль скорости шайбы относительно чаши, ( – угол между осью 
[image: image179.wmf]n

 и вертикалью. 
В системе отсчета, связанной с чашей, шайба движется по окружности радиуса R, следовательно, можно записать (рис. 3.8):
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В соответствии с принципом суперпозиции движений (см. формулу (1.26) в главе 1,) скорость шайбы относительно лабораторной системы отсчета равна:
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III. Система уравнений (3.83) – (3.88) позволяет определить все кинематические характеристики движения шайбы. Сначала с помощью уравнений (3.85) – (3.88) преобразуем (3.84): 
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Находим работу A силы нормальной реакции опоры в лабораторной системе отсчета на интервале времени от начала движения до момента нахождения шайбы в нижней точке своей траектории, интегрируя (3.89) по ( в пределах от 
[image: image183.wmf]2

p

 до 0:

[image: image184.wmf]0

2

u

gR

m

A

=

.                                                                       (3.90)

С использованием полученного выражения (3.90) для работы A, закон изменения механической энергии (3.83) принимает вид:
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В результате решения (3.91) относительно модуля скорости шайбы в нижней точке траектории получим:
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Существенно проще можно решить задачу, используя закон сохранения механической энергии (3.40) шайбы в инерциальной системе, связанной с движущейся чашей, поскольку в этой системе отсчета работа силы нормальной реакции N равна нулю: 
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Следовательно, модуль скорости относительного движения шайбы в момент прохождения нижней точки траектории равен
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Используя принцип суперпозиции движений (см. (3.88)), сразу получаем искомое значение скорости движения шайбы:
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которое естественно совпадает с полученным ранее решением (3.92). 
Как видим, сопоставление двух приведенных вариантов решения задачи еще раз показывает, насколько важным является разумный выбор системы отсчета. 
Задача 3.7
(Законы сохранения импульса и механической энергии.)

В некоторый момент времени два шарика массами m1 и m2, удаленные от всех остальных тел, находятся на расстоянии l0 друг от друга и имеют скорости 
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 и 
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, направленные вдоль линии, соединяющей центры шаров так, как показано на рис. 3.9.
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Найти наибольшее расстояние lmax между шариками в процессе их движения.
Решение

I. Поскольку рассматриваемая система тел изолирована, удобно решать задачу в системе отсчета, связанной с центром масс, которая является инерциальной. В этой системе отсчета тела под действием сил гравитационного взаимодействия 
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 двигаются по прямой, при этом на максимальном расстоянии друг от друга 
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 скорости тел одновременно обращаются в ноль. Положительное направление оси X системы координат выберем совпадающим с направлением движения первого тела в начальный момент времени. 

II. Запишем закон сохранения проекции импульса (3.13) системы двух тел для начального (соответствующего рис. 3.9) и конечного (соответствующего максимальному удалению шариков) моментов времени в системе центра масс, используя принцип суперпозиции движений (см. п. 1.1):
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где 
[image: image195.wmf]1
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, 
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 и (цм – модули скоростей шариков и их центра масс на ось X. 
Закон сохранения механической энергии (3.40) для рассматриваемой системы и выбранного интервала времени имеет вид:
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где
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а изменение потенциальной энергии запишем с учетом выражения для работы парных центральных сил (см. п. 3.1) гравитационного взаимодействия:
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III. Решая записанную систему уравнений (3.96) – (3.99), находим искомое расстояние между телами lmax в момент их максимального удаления:
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Поскольку наибольшее расстояние между шариками в процессе их движения lmax > 0, то полученное выражение (3.100) имеет смысл при
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Иначе шарики разлетятся на бесконечно большое расстояние. 
[image: image280.png]


Задача 3.8 
Две одинаковые гантели скользят по гладкой горизонтальной поверхности навстречу друг другу со скоростями (1 и (2 так, как изображено на рис. 3.10. Расстояние между шариками каждой гантели – l. Как будут двигаться гантели после абсолютно упругого соударения?
Решение

I. Будем считать шарики A, B, C и D рассматриваемых гантелей (см. рис. 3.10) материальными точками, а стержни, соединяющие эти шарики, невесомыми и нерастяжимыми. Задачу решаем в двух системах отсчета: лабораторной системе, ось X декартовой системы координат которой направим так, как показано на рис. 3.11, и системе, связанной с центром масс системы тел, состоящей из двух гантелей. Направление оси X' системы центра масс, изображенной на рис. 3.12, совпадает с направлением оси X. 

По условию задачи гантели движутся по гладкой горизонтальной поверхности, следовательно, центр масс системы тел, состоящей из двух гантелей, движется с постоянной скоростью, и система отсчета, связанная с центром масс, является инерциальной.
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Поскольку рассматриваемая система тел замкнута, а соударение абсолютно упругое, то выполняются законы сохранения механической энергии и импульса для этой системы в любой из выбранных систем отсчета. 

II. В лабораторной системе отсчета гантели движутся поступательно со скоростями (1 и (2, следовательно, скорость центра масс (см. Главу 3) равна 
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а скорости шариков 
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 в системе центра масс определяются выражениями:
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Как видим, в системе центра масс гантели сближаются с равными по величине скоростями (см. рис. 3.12).

Силы, действующие на шарики A и C со стороны стержней в течение малого времени соударения, не изменяют их импульс и кинетическую энергию на этом интервале времени. Запишем законы сохранения импульса и механической энергии для шариков A и C на интервале времени ("до соударения", "сразу после соударения") в системе центра масс: 
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где 
[image: image211.wmf]A
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 – скорости шариков A и C сразу после соударения, m – масса каждого из шариков. 

На указанном интервале времени скорости шариков B и D не изменяются и равны скоростям первоначального поступательного движения гантелей:
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III. Решим систему уравнений (3.103) – (3.106) относительно скоростей шариков A и C после соударения:
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На рис. 3.13 и рис. 3.14 изображены скорости шариков в системе центра масс до соударения и сразу после него в соответствии с (3.103), (3.104), (3.107) и (3.108).
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Как видим, после соударения шарики A и C изменяют свои скорости на противоположные, в результате гантели начинают вращаться вокруг собственных центров масс, причем угловые скорости вращения гантелей совпадают. Через время половины оборота произойдет второе соударение гантелей (см. рис. 3.15).
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Скорости 
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, приобретаемые шариками D и B после второго соударения гантелей, определяются уравнениями, аналогичными (3.105), (3.106), и становятся равными:
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Скорости шариков A и C не изменяются в результате второго соударения и равны скоростям первоначального поступательного движения гантелей (см. рис. 3.16):
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Как видим, скорости шариков каждой гантели становятся равными после второго соударения, следовательно, гантели начинают двигаться поступательно, сохраняя направление и величину скорости первоначального движения. Рис. 3.17 иллюстрирует последнее утверждение в системе отсчета, связанной с центром масс системы. 
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В лабораторной системе отсчета скорости гантелей 
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 после второго соударения равны:
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Итак, две одинаковые гантели, скользящие по гладкой горизонтальной поверхности навстречу друг другу со скоростями (1 и (2 испытывают абсолютно упругое соударение, в результате которого каждая начинает вращаться вокруг собственного центра масс, причем угловые скорости вращения гантелей одинаковы и по величине, и по направлению. Через время, равное времени половины оборота гантелей, происходит второе соударение, после которого восстанавливается первоначальное поступательное движение гантелей со скоростями (1 и (2 (рис. 3.18 и 3.19). 
Задача 3.9
(Абсолютно упругое столкновение)

Частица массой m1 и импульсом 
[image: image227.wmf]1

p

 налетает на вторую покоящуюся частицу массой m2 и испытывает с ней абсолютно упругое столкновение. Найти импульсы 
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 и 
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 этих частиц после столкновения, в результате которого вторая частица отлетает под углом ( к первоначальному направлению движения налетающей частицы. 
Решение

Выберем направление оси X лабораторной системы отсчета, совпадающим с направлением импульса налетающей частицы (см. рис. 3.20). 
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Поскольку система рассматриваемых частиц является изолированной, и нет внутренних диссипативных сил, воспользуемся законами сохранения импульса (3.12) и механической энергии (3.40). 
II. Запишем законы сохранения импульса и механической энергии на интервале времени ("до столкновения", "сразу после столкновения"):
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Закон сохранения механической энергии (3.114) записан с учетом связи между импульсом материальной точки и ее кинетической энергией 
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III. В результате решения системы уравнений (3.113) и (3.114) с учетом
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находим модули импульсов частиц после соударения:
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Для определения направления импульса первой частицы после соударения найдем угол 
[image: image236.wmf]b

 между ее импульсом и осью X (рис. 3.20). Для этого запишем закон сохранения импульса (3.113) в проекции на ось Y:
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Из (3.119) с учетом (3.116) и (3.117) получим:
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Задача 3.10
В гладком вертикальном цилиндре под поршнем массой M прыгают вертикально, абсолютно упруго ударяясь о дно цилиндра и поршень, N легких маленьких шариков массой m << M каждый. Общая масса шариков равна массе поршня. Во сколько раз изменится расстояние между равновесным положением поршня и дном цилиндра, если массу поршня увеличить в два раза? Считать модули скоростей шариков у дна цилиндра одинаковыми. 
Решение
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I. Направим ось X декартовой системы координат, жестко связанной с цилиндром, вертикально вниз (см. рис. 3.21). Будем считать в соответствии с условием, что маленьких шариков настолько много, что дрожанием поршня в результате соударений с шариками можно пренебречь. Поскольку шарики малы, не будем учитывать соударения между ними.
II. Запишем закон сохранения механической энергии произвольного шарика на интервале времени между последовательными его соударениями с дном цилиндра и поршнем:
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где (0 и (1 – модули скоростей шарика у дна цилиндра и поверхности поршня соответственно, H – расстояние между дном цилиндра и поршнем. 
В результате соударения с поршнем проекция импульса шарика на ось X изменяется на величину
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За время t0 между двумя последовательными ударами произвольного шарика о поршень произойдет N соударений всех шариков с поршнем. Изменение импульса механической системы, состоящей из N шариков, за время t0 равно импульсу средней на данном интервале времени силы F, действующей на поршень со стороны шариков: 
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В соответствии со вторым законом Ньютона запишем условие равновесия поршня: 
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Поскольку в поле сил тяжести Земли движение шариков происходит с постоянным ускорением g, модули скоростей произвольного шарика у дна цилиндра и поверхности поршня связаны соотношением:
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III. Решим систему уравнений (3.121) – (3.125) относительно расстояния H между дном цилиндра и поршнем: 
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При увеличении массы поршня в два раза расстояние H2 между дном цилиндра и поршнем, находящимся в новом равновесном состоянии, становится равным:
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Следовательно, при увеличении массы поршня расстояние между равновесным положением поршня и дном цилиндра изменится в k раз:
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Учитывая, что по условию задачи mN = M, окончательно получим: 
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3.4. Задачи для самостоятельного решения

Задача 1
Три лодки одинаковой массой m идут в кильватер (друг за другом) с одинаковой скоростью 
[image: image249.wmf]u

. Из средней лодки одновременно в переднюю и заднюю лодки бросают со скоростью u относительно лодки грузы массой m1. Каковы будут скорости лодок после переброски грузов? Изменением импульса и механической энергии воды, а также силами трения пренебречь. 
Ответ: 
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Задача 2
На гладкой горизонтальной поверхности лежат два одинаковых шарика массами m0, соединенные невесомой пружинкой жесткостью k и длиной l0 в недеформированном состоянии. В один из шариков попадает летящая горизонтально вдоль оси пружины со скоростью 
[image: image253.wmf]u

 пуля массой m и застревает в нем. Найти максимальное и минимальное расстояние между шариками в процессе их движения.

Ответ: lmax = l0 + (l, lmin = l0 – (l, где 
[image: image254.wmf]k
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Задача 3
С концов платформы массой М и длиной l, которая может перемещаться без трения, навстречу друг другу бегут два зайца массами m и 2m с постоянными относительно платформы скоростями. Второй заяц (массой 2m) бежит в два раза быстрее первого. На сколько сместится платформа, когда второй заяц добежит до ее конца?
Ответ: 
[image: image255.wmf](
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Задача 4
На нити, прикрепленной к воздушному шару массой M, свободно висящему в воздухе, сидит жук массой m, который начинает двигаться с постоянной относительно нити скоростью U вверх. Определить скорости шара и жука относительно Земли. 

Ответ: 
[image: image256.wmf]U
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Задача 5
На неподвижной тележке находятся два человека. В каком случае тележка приобретет большую скорость: если люди спрыгнут с тележки одновременно или друг за другом в одном направлении?

Ответ: тележка приобретет большую скорость, если люди спрыгнут друг за другом.
Задача 6
Три упругих шара одинакового радиуса с массами m1, m2 и m3 находятся на одной прямой. Двигаясь с некоторой скоростью, первый шар массой m1 испытывает центральное соударение cо вторым покоящимся шаром массой m2. Чему должна быть равна масса второго шара, чтобы после его соударения с третьим покоящимся шаром скорость последнего была максимальной? 
Ответ: 
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1

2

m

m

m

=

.

Задача 7
[image: image287.emf] 
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На горизонтальной поверхности лежит клин массой M с длиной основания a. Второй клин массой m и длиной основания b < a начинает соскальзывать с поверхности нижнего клина из положения, изображенного на рисунке. На какое расстояние и в какую сторону переместится нижний клин к моменту касания верхним клином горизонтальной поверхности? Силами трения пренебречь. 
Ответ: влево на 
[image: image259.wmf])
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Задача 8
Частица массой m испытала столкновение с покоящейся частицей массой М, в результате которого первая частица отклонилась на угол (/2, а вторая частица стала двигаться в направлении, составляющим угол ( = 30( с первоначальным направлением движения налетающей частицы. Как изменилась кинетическая энергия системы этих двух частиц после столкновения, если M/m = 5?

Ответ: 
[image: image260.wmf]5

2

sin

cos

1

1

Δ

2

2

k

0

k

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

=

a

a

M

m

E

E

.

Задача 9
Частица массой m1 испытала абсолютно упругое центральное столкновение с покоящейся частицей массой m2. Определить относительное изменение кинетической энергии налетающей частицы. 
Ответ: 
[image: image261.wmf](
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Задача 10
Частица массой m1 испытала абсолютно упругое столкновение с покоящейся частицей массой m2. Определить относительное изменение кинетической энергии налетающей частицы, если в результате столкновения она отскочила под прямым углом к своему первоначальному направлению движения.
Ответ: 
[image: image262.wmf]2
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Задача 11
После абсолютно упругого столкновения частицы массой m1 с покоящейся частицей массой m2 обе частицы разлетелись симметрично относительно направления первоначального движения первой частицы, и угол между их направлениями разлета ( = 60(. Найти отношение масс этих частиц. 
Ответ: 
[image: image263.wmf]2
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Задача 12

При бомбардировке атомов гелия (-частицами с энергией 
[image: image264.wmf]МэВ
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 найдено, что налетающая частица отклонилась на угол 
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 по отношению к первоначальному направлению полета. Считая удар абсолютно упругим, определить энергию атома гелия 
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 после соударения. 
Ответ: 
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Рис. 3.1. Характеристики тела и отделяющихся от него частиц в моменты времени t и t + dt





Рис. 3.2. Центральная сила с неподвижным относительно системы отсчета S силовым центром O





Рис. 3.3. Взаимная ориентация парных центральных сил
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� Здесь и далее рассматриваются только стационарные потенциальные силы, которые явно не зависят от времени, а только от координат тел системы, которые сами могут зависеть от времени. 


� Это утверждение справедливо для любой пары сил, возникающих при взаимодействии двух неподвижных относительно друг друга тел. 


� Если при записи потенциальной энергии механической системы была учтена работа не всех потенциальных сил, то при использовании закона изменения механической энергии системы эту работу необходимо добавить к работе непотенциальных сил в (3.38) и (3.39). 


� В случае, когда под потенциальной энергией системы понимается потенциальная энергия ее конфигурации, закон сохранения механической энергии формулируется так – если работа внешних сил и внутренних непотенциальных сил равна нулю, то механическая энергия системы сохраняется.
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