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Глава 2. Динамика материальной точки и простейших систем


глава 2

динамика материальной точки и 

простейших систем

2.1. Теоретический материал

2.1.1. Законы Ньютона

Первый закон Ньютона. Существуют такие системы отсчета, относительно которых изолированная материальная точка (на которую не действуют другие тела) движется равномерно и прямолинейно или покоится. Такие системы отсчета называются инерциальными.
Второй закон Ньютона. В инерциальной системе отсчета произведение массы материальной точки на ее ускорение равно сумме всех сил, действующих на эту материальную точку со стороны других тел:
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Третий закон Ньютона. Силы взаимодействия двух материальных точек:

1) парные и приложены к разным материальным точкам,

2) одной природы,

3) равны по модулю,

4) противоположны по направлению,

5) направлены вдоль прямой, соединяющей материальные точки.
Уравнение движения – второй закон Ньютона, записанный в векторной форме или в проекциях на оси инерциальной системы отсчета:
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Заметим, что уравнение движения можно записать в проекциях на любую, в том числе и произвольно движущуюся относительно инерциальной системы отсчета, ось. Для этого достаточно умножить скалярно левую и правую части векторного уравнения движения (2) на единичный вектор (орт), задающий направление этой оси. Например, на направление скорости 
[image: image4.wmf]τ

 и на направление, перпендикулярное скорости 
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где 
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 – нормальная и тангенциальная составляющие ускорения материальной точки. 

Законы динамики – это законы Ньютона и законы, описывающие индивидуальные свойства сил.

2.1.2. Законы, описывающие индивидуальные свойства сил

А. Гравитационные силы

Закон всемирного тяготения. Материальные точки притягиваются друг к другу с силами 
[image: image9.wmf]21
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 и 
[image: image10.wmf]12
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 (см. рис. 2.1), модули которых пропорциональны произведению их масс и обратно пропорциональны квадрату расстояния между ними: 
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Здесь G = 6,673(10(11 Н(м2/кг2 – гравитационная постоянная, 
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Силы гравитационного взаимодействия сферически симметричных тел, как нетрудно показать, определяются выражением (2.4), в котором 
[image: image13.wmf]12
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 – радиус-вектор центра второго тела относительно центра первого тела. 
Сила тяжести, действующая на материальную точку, – сумма силы гравитационного притяжения Земли (или любого другого космического объекта) и центробежной силы инерции (см. Главу 4), действующей на материальную точку в системе отсчета, связанной с Землей. 

Сила тяжести, действующая на тело, – сумма сил тяжести, действующих на материальные точки этого тела. 
В однородном поле силы тяжести вблизи поверхности Земли сила тяжести 
[image: image14.wmf]т
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 равна произведению массы тела m на ускорение центра масс тела при свободном падении (ускорение свободного падения) 
[image: image15.wmf]g

 относительно Земли: 
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Вес тела – сила, с которой тело, находящееся в поле сил тяжести, действует на неподвижную относительно него опору или подвес, препятствующие свободному падению тела. 

Б. Упругие силы

Если после прекращения внешнего воздействия деформированное тело восстанавливает свою форму и размеры, то деформация называется упругой. 

Закон Гука. При малых упругих деформациях величина деформации пропорциональна величине вызывающей ее силы. 

В частности, при деформации растяжения (сжатия) упругого стержня (пружины, резинового шнура) деформация стержня пропорциональна величине вызывающей ее силы, действующей вдоль стержня: 
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Здесь k – коэффициент жесткости (упругости) стержня, 
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 – удлинение стержня, l и l0 – длина стержня в деформированном и недеформированном состояниях (см. рис. 2.2). 

Если сила, действующая на стержень, направлена противоположно указанному на рис. 2 направлению, то упругий стержень испытывает сжатие. При этом 
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 и F в формуле (2.5) следует считать проекцией силы 
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 на ось X системы координат, изображенной на рис. 2.2.
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При деформации растяжения (сжатия) однородного упругого стержня с постоянным вдоль стержня сечением относительное удлинение стержня ( пропорционально нормальному напряжению (: 
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Здесь E – модуль Юнга материала, из которого сделан стержень, 
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 – относительное удлинение стержня, 
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 – нормальное напряжение, S – площадь поперечного сечения стержня. 
Заметим, что для однородного упругого стержня с постоянным вдоль стержня сечением коэффициент жесткости (упругости) этого стержня связан с модулем Юнга соотношением:
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В случае растяжения (сжатия) стержня уменьшаются (увеличиваются) его поперечные размеры. При этом отношение относительного поперечного сжатия стержня к его относительному удлинению зависит только от материала стержня и называется коэффициентом Пуассона: 
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Здесь ( – коэффициент Пуассона, 
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 – относительное изменение поперечных размеров стержня, d и d0 – поперечный линейный размер стержня в деформированном и недеформированном состояниях (см. рис. 2.2).
При деформации стержня возникают внутренние упругие силы 
[image: image27.wmf]упр
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, действующие между его частями, которые стремятся вернуть стержень в недеформированное состояние. Напряжение упругих сил равно
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Рассмотрим слой стержня с координатами границ 
[image: image29.wmf]x

 и 
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 вдоль стержня (см. рис. 2.3). 
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В результате действия внутренних упругих сил возникает смещение левой ((x) и правой ((x+dx) границ выделенного слоя. Тогда относительная продольная деформация ( этого слоя равна 
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Закон Гука в этом случае принимает вид
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В случае деформации слоя изменяются его поперечные размеры. При этом отношение поперечной к продольной деформации определяется коэффициентом Пуассона в соответствии с (2.8).
При ускоренном движении стержня под действием внешней силы, вызывающей его деформацию, возникают неоднородные вдоль стержня напряжения упругих сил. В этом случае возникающие неоднородные деформации по-прежнему определяются выражениями (2.11), (2.8). 
В. Силы трения

Сила трения – составляющая силы непосредственного взаимодействия тел при соприкосновении вдоль плоскости соприкосновения. 

Сила нормального давления (реакции опоры) – составляющая силы взаимодействия тел при непосредственном соприкосновении вдоль направления нормали к плоскости соприкосновения. 

Силы вязкого трения 
[image: image33.wmf]в

F

 – силы трения, возникающие при движении тела в вязкой (жидкой или газообразной) среде. 

При малой величине скорости 
[image: image34.wmf]υ

 движения тела относительно среды 
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где kв – коэффициент вязкого трения. 

Сила вязкого трения покоя равна нулю: 
[image: image36.wmf]0
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Силы сухого трения 
[image: image37.wmf]c

F

 – силы трения, возникающие при непосредственном соприкосновении твердых тел.

Силы трения покоя 
[image: image38.wmf]п

F

 – силы сухого трения, возникающие в отсутствие относительного движения взаимодействующих тел. 

Сила трения скольжения 
[image: image39.wmf]c

к

F

 – сила сухого трения, возникающая при относительном движении взаимодействующих тел. 

Закон Амонтона – Кулона – эмпирический закон, описывающий свойства сил сухого трения: 

1) модуль силы сухого трения покоя может принимать значения от нуля до некоторого своего максимального значения: 
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2) модуль силы сухого трения скольжения равен максимальному значению модуля силы сухого трения покоя: 
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3) модуль силы сухого трения скольжения пропорционален модулю силы нормального давления:
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где ( – коэффициент (силы сухого) трения, не зависящий от силы нормального давления, а только от вещества и состояния поверхностей трущихся тел; 

4) сила сухого трения скольжения направлена противоположно направлению скорости относительного движения тел 
[image: image43.wmf]отн
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Силовое поле – область пространства, где действуют силы данной природы, в общем случае зависящие как от времени, так и от координаты и скорости движения материальной точки – 
[image: image45.wmf])
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2.2. Основные типы задач и методы их решения

2.2.1. Классификация задач динамики
Прямая задача динамики – найти закон движения тела или системы тел, если известны силы, действующие на эти тела.

Обратная задача динамики материальной точки – найти действующие на тело или систему тел силы, если известны законы движения этих тел.

Большинство задач содержат в себе элементы как прямой, так и обратной задач динамики. Как правило, одна из этих задач имеет основное, другая – подчиненное по отношению к условию задачи значение. 

2.2.2. Общая схема решения задач динамики
с помощью законов Ньютона

I. Определиться с моделями материальных объектов и явлений. 

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматриваемые тела.

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систему координат (из соображений удобства).

3. Изобразить и обозначить все силы и необходимые кинематические характеристики системы.

4. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в условии задачи).
II. Записать полную систему уравнений для искомых величин.

1. Записать уравнения движения в проекциях на оси координат для всех тел системы.

2. Использовать третий закон Ньютона, если это не было сделано ранее в п. 3.

3. Использовать законы, описывающие индивидуальные свойства сил:

а) закон всемирного тяготения,

б) закон Гука,

в) закон Амонтона – Кулона и т.д.

4. Записать уравнения кинематических связей.

5. Использовать результаты ранее решенных задач и особые условия задачи.

III. Получить искомый результат в аналитическом и численном видах.

1. Решить систему полученных уравнений.

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние корни, рассмотреть предельные и частные случаи, установить область применимости).

3. Получить численный результат.

Примечания.

В случае решения задач на динамику материальной точки в пп. I.3 – II.1 речь идет о характеристиках материальной точки, а п. II.2 надо опустить. 

В случае решения задач на динамику простейших механических систем в пп. I.3 – II.2 речь идет о характеристиках и уравнениях движения тел и силах, действующих между телами рассматриваемой системы. 

Пункты II.1 – II.4 (в том числе II.3.а – II.3.в) можно выполнять в той или иной последовательности в зависимости от решаемой задачи. 

2.3. Примеры решения задач

Задача 2.1
(Машина Атвуда)

Через блок, подвешенный к потолку перекинута нить. К концам нити прикреплены два груза массами m1 и m2. Определить ускорения тел.
Решение

Решение данной задачи (и всех последующих) будем проводить в соответствии с предложенной схемой решения задач динамики.

I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 2.4, и изобразим на нем действующие на тела системы силы: силы тяжести и силы, действующие со стороны нитей. 
Выберем модели тел и их движений. Грузы считаем материальными точками, подвешенными на невесомой и нерастяжимой нити, перекинутой через невесомый абсолютно твердый цилиндрический блок. Будем считать, что грузы движутся вертикально, нить не проскальзывает относительно блока, сопротивления воздуха и трения в оси блока нет. 
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II. Запишем уравнения движения двух грузов в проекции на ось X (см. рис. 2.4) и уравнение кинематической связи, являющееся следствием нерастяжимости нити:
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Здесь 
[image: image47.wmf]1
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 и 
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 – проекции ускорений грузов на ось X, 
[image: image49.wmf]1
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 и 
[image: image50.wmf]2
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 – модули сил, действующих на грузы со стороны нити. 
Докажем постоянство модуля силы натяжения нити вдоль всей ее длины в условиях данной задачи. Для этого выделим мысленно прямолинейный участок нити произвольной длины (см. рис. 2.4) и запишем уравнение его движения в проекции на ось X:
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где 
[image: image52.wmf]н

m

 – масса выделенного участка нити, 
[image: image53.wmf]н
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 – проекция его ускорения на ось X, Tн и Tв – модули сил натяжения, действующих на выделенный участок нити со стороны нижнего и верхнего примыкающих к нему участков нити, 
[image: image54.wmf]сопр
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 – проекция силы сопротивления воздуха. 

Поскольку нить по условию задачи невесома и нет силы сопротивления воздуха, то из (2.16) следует, что модуль силы натяжения нити постоянен вдоль прямолинейного участка нити, а, следовательно, сила, приложенная к грузу со стороны нити и сила натяжения нити в верхней части прямолинейного участка равны по модулю. 

Для доказательства равенства модулей сил натяжения нити слева и справа от блока запишем уравнение вращательного движения (см. (6.30) в Главе 6) блока вместе с примыкающим к нему участком нити (см. рис. 2.4): 
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где 
[image: image56.wmf]J

 – момент инерции блока вместе с примыкающим к нему участком нити относительно оси, проходящей через центр блока и направленной за плоскость чертежа, 
[image: image57.wmf]w

 – угловая скорость вращения блока, 
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 – момент сил трения, действующих в оси блока, 
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M

 – момент сил сопротивления воздуха, действующих на блок. 

Поскольку блок и нить невесомы, нет трения в оси блока и силы сопротивления воздуха, то в соответствии с (2.17) модули сил натяжения нити слева и справа от блока равны. Следовательно, равны и силы натяжения нити, приложенные к грузам:
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III. Решим полученную систему уравнений (2.15) и (2.17) относительно искомых физических величин:
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Для оценки правильности полученного результата проанализируем частные и предельные случаи. Если к нити подвешены грузы одинаковой массы, то полученные формулы для проекций ускорений дают значение, равное нулю, что очевидно и из общих соображений. Если m1 >> m2, то a1 = g, a2 = −g. При выполнении обратного неравенства m1 << m2, ускорения грузов равны a1 = −g и a2 = g. Эти предельные значения легко получить из физических соображений. Если один из грузов имеет существенно бóльшую массу, чем второй, то он падает с ускорением свободного падения. Ускорение второго груза в силу нерастяжимости нити равно по величине ускорению первого груза и противоположно по направлению.

Задача 2.2

Найти ускорения тел и силы натяжения нитей для системы тел, изображенной на рисунке. 
Решение

[image: image311.emf] 
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I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 2.5, и изобразим силы, действующие на тела системы.

Выберем модель, аналогичную той, которая была использована в предыдущей задаче: грузы считаем материальными точками, подвешенными на невесомых и нерастяжимых нитях, перекинутых через невесомые абсолютно твердые цилиндрические блоки. Будем считать, что грузы движутся вертикально, нить не проскальзывает относительно блоков, сопротивления воздуха и трения в оси блоков нет.
II. Запишем уравнения движения грузов в проекции на ось X выбранной системы координат:
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Здесь 
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 – проекции ускорений грузов на ось X, 
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 – модули сил, действующих на грузы со стороны нитей. 
Обозначим координаты тел и подвижного блока x1, x2 и xбл соответственно. Запишем условия нерастяжимости нитей (см. рис. 2.5) в виде: 
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Дважды дифференцируя (2.22) и (2.23) по времени, получим уравнение кинематической связи для ускорений грузов:
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В рамках принятой модели силы натяжения нити с обеих сторон любого из блоков равны (см. решение задачи 1). Связь между силами натяжения разных нитей найдем из уравнения движения подвижного блока:
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где масса подвижного блока 
[image: image73.wmf]0
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III. Решая полученную систему уравнений (2.20), (2.21), (2.24) и (2.25), получаем выражения для искомых величин:
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Рассмотрим частные и предельные случаи решения задачи (2.26) – (2.29).
1. Если 
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, то грузы покоятся или двигаются равномерно и прямолинейно:
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При этом силы натяжения нитей равны:
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2. Если 
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 будет падать с ускорением свободного падения: 
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 подниматься вверх с удвоенным по модулю ускорением:
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При этом:
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3. Если 
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 будет падать с ускорением свободного падения:
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При этом:
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Задача 2.3
В системе тел, изображенных на рис. 2.6, известны массы бруска m и клина M, а также угол ( при основании клина. Массы блока и нити пренебрежимо малы, нить нерастяжима, трения нет. Найти ускорение клина 
[image: image93.wmf]A

.
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Решение

I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 2.6. Изобразим силы, действующие на тела системы: mg и Mg – силы тяжести, действующие на брусок и клин, соответственно; R – сила реакции опоры, действующая на клин; N – сила взаимодействия бруска и клина. При этом учтем, что сила натяжения нити T постоянна вдоль всей ее длины в рамках принятых в условии задачи моделей тел системы, а силы взаимодействия бруска и клина равны по величине в соответствии с третьим законом Ньютона и направлены перпендикулярно поверхности их соприкосновения из-за отсутствия сил трения. 
II. Запишем уравнения движения бруска и клина в проекциях на оси выбранной системы координат и учтем при этом, что клин может двигаться только вдоль оси X (
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Дополним систему уравнений (2.30) – (2.33) уравнением кинематической связи, которое следует из условия нерастяжимости нити:
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Дифференцируя (2.34) – (2.35) дважды по времени, получим:
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III. Преобразуем систему уравнений (2.30) – (2.32), (2.36), (2.37), исключив из них проекции ускорения бруска 
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 и 
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. Уравнение (2.33) не требуется для решения поставленной задачи (не требуется нахождения силы реакции опоры, действующей на клин R). В результате получим следующую систему уравнений:
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Решив эту систему уравнений, определим проекцию ускорения клина на ось X:
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Проанализируем полученное выражение для проекции ускорения клина 
[image: image109.wmf]x
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. Если масса клина значительно больше массы бруска (M >> m), то ускорение клина обращается в ноль. Неподвижным при этом остается и брусок. Если угол при основании клина равен нулю, то нет сил, которые могли бы вызвать движение клина – ускорение клина также равно нулю. 

Задача 2.4
На доске массой М лежит брусок массой m. Коэффициент трения между доской и бруском равен (. Доска может двигаться по гладкой горизонтальной поверхности. К бруску прикладывается горизонтальная сила F, модуль которой зависит от времени по закону F = (t, где ( = const. Определить скорости бруска ((t) и доски V(t) спустя время t после начала действия силы. 

Решение

I. Проанализируем характер движения бруска и доски. При малой величине приложенной к бруску горизонтальной силы F доска и брусок будут двигаться с одинаковым ускорением, поскольку сила трения покоя не достигнет еще максимального значения. В некоторый момент времени 
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 сила трения покоя достигнет максимального значения, равного силе трения скольжения, и в дальнейшем будет происходить скольжение бруска по доске, а, следовательно, ускорения тел системы будут изменяться по различным законам. Таким образом, решение задачи разбивается на два этапа: нахождение искомых скоростей бруска и доски при 
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. Необходимо также определить момент времени 
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, в который начнется скольжение бруска по доске.
Выберем систему координат так, как показано на рис. 2.7, и изобразим силы, действующие на тела системы.
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II. Запишем уравнения движения бруска и доски в проекциях на оси системы координат, одинаковые на первом и втором этапах движения, уравнение кинематической связи (при 
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) и закон Амонтона – Кулона (при 
[image: image115.wmf]0
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). Введем обозначения: a и A – проекции ускорений бруска и доски на ось X. 
	Брусок не скользит по доске
	Брусок скользит по доске
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Используем заданный в условии задачи закон изменения модуля силы F со временем:
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	До тех пор, пока сила трения покоя не достигла своего максимального значения, равного силе трения скольжения, брусок и доска двигаются с одинаковым ускорением:
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	В этом случае нет кинематической связи между ускорениями бруска и доски. 

Поскольку брусок скользит по доске для силы трения скольжения можно записать:
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III. Решим полученные системы уравнений для каждого из рассматриваемых этапов движения тел рассматриваемой системы. Уравнение (2.45) не используется при решении поставленной задачи, поскольку не требуется нахождения силы реакции опоры R, действующей на доску. 
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В соответствии с законом Амонтона – Кулона максимальное значение силы трения покоя равно силе трения скольжения (см. (2.13)):
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Выражение (2.54) позволяет определить момент времени 
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, в который брусок начинает скользить по доске:
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Итак:
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Используя полученные выражения для ускорений тел системы, определим теперь законы изменения скоростей этих тел. 

При 
[image: image132.wmf]0

t

t

£

 скорости бруска и доски меняются одинаковым образом и к моменту времени t будут равны:
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При 
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 скорость бруска будет равна 
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а скорость доски – 
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На рис. 2.8 изображены полученные зависимости скоростей бруска и доски от времени.

Задача 2.5
(Прямая задача динамики)

Найти закон движения материальной точки, движущейся в однородном и постоянном силовом поле с начальной скоростью (0, направленной под произвольным углом ( к силе F.
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Решение

I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 2.9, при этом начало системы координат совпадает с положением материальной точки в начальный момент времени.

II. Запишем уравнения движения материальной точки в проекциях на оси выбранной системы координат: 
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III. Проинтегрируем уравнения (2.60) и (2.61), используя начальные значения скорости 
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Интегрируя уравнения (2.62) и (2.63) с учетом начальных значений координат x0 = 0 и y0 = 0, получаем закон движения материальной точки в координатной форме:
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Исключив время из уравнений (2.64) и (2.65), получим уравнение траектории материальной точки – уравнение параболы:
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Таким образом, в однородном силовом поле материальная точка движется по параболе.

Задача 2.6
Тело небольших размеров движется по поверхности неподвижного клина с углом при основании 
[image: image147.wmf]a

. В начальный момент времени скорость тела равнялась 
[image: image148.wmf]0
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 и составляла угол (0 с ребром клина (см. рис. 2.10).
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 Коэффициент трения тела о поверхность клина 
[image: image149.wmf]a
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. Найти установившуюся скорость скольжения тела.

Решение

I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 2.11 (вид сбоку) и рис. 2.12 (вид сверху на поверхность клина). Ось X направим вдоль наклонной плоскости параллельно ребру клина (рис. 2.12). При этом ось Y направим по наклонной плоскости перпендикулярно ребру клина, а ось Z перпендикулярно наклонной поверхности клина (рис. 2.11).
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На рис. 2.11 и 2.12 изображены также силы, действующие на тело в процессе движения: сила тяжести mg, сила нормальной реакции опоры N и сила трения скольжения Fтр. 
Скорость тела ((t) составляет с осью X угол φ(t) (см. рис. 2.12), который является функцией времени. 

II. Запишем уравнение движения тела в проекциях на выбранные оси системы координат:
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Используем закон Амонтона – Кулона (см. п. 2.1.2.В) для силы трения скольжения и учтем заданную в условии задачи связь коэффициента трения 
[image: image153.wmf]m

 с углом 
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 при основании наклонной плоскости:
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Запишем тригонометрические функции угла φ, выразив их через проекции скорости тела:
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III. Получена полная система уравнений (2.67) – (2.71) для определения проекций скорости тела на оси выбранной системы координат, решить которую в общем виде достаточно сложно из-за наличия в ней двух связанных нелинейных дифференциальных уравнений. Однако нет необходимости находить закон изменения скорости тела. По условию задачи требуется определить установившуюся скорость тела, т.е. значение скорости в то время, когда сумма сил, действующих на тело, станет равной нулю. 
Рассмотрим изменение характера движения тела со временем. В плоскости движения на тело действуют две силы: сила трения скольжения и проекция силы тяжести. Из (2.69) и (2.70) получим выражение для силы трения:
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Как видим, модуль силы трения равен величине проекции силы тяжести на наклонную плоскость. Действующие на тело силы будут поворачивать вектор скорости тела до тех пор, пока он не совпадет по направлению с осью Y. Следовательно, ускорение обратится в ноль, когда сила трения будет направлена противоположно составляющей силы тяжести в плоскости движения тела. Дальнейшее движение будет происходить с постоянной скоростью (уст, направленной вдоль оси Y. 
Таким образом, достаточно найти уравнение, связывающее проекцию скорости тела на ось Y с модулем его скорости. Для этого преобразуем полученную систему уравнений (2.67) – (2.71) к виду: 
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Производную от модуля скорости по времени представим в виде:
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Подстановка (2.72) и (2.73) в (2.74) приводит к уравнению:
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Интегрируя (2.75) с учетом начальных условий (
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Подставляя ( = (y = (уст в (2.76), находим искомый модуль скорости установившегося движения:
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Проанализируем полученное выражение для установившейся скорости в двух частных случаях. 
Если φ0 = π/2 (начальная скорость тела направлена вниз по наклонной плоскости), то (уст = (0. Следовательно, движение тела сразу происходит с постоянной скоростью, поскольку действующие на него силы скомпенсированы. 
При φ0 = –π/2 скорость установившегося движения равна (уст = 0. Начальная скорость, направленная вверх по наклонной плоскости, приводит к равнозамедленному движению. При этом и проекция силы тяжести, и сила трения скольжения направлены противоположно скорости. Через некоторое время скорость тела обращается в ноль. Сила трения становится силой трения покоя и меняет направление на противоположное. Движения вниз по наклонной плоскости не происходит, т.к. максимальное значение силы трения покоя в условиях данной задачи совпадает по модулю со значением проекции силы тяжести на наклонную плоскость. 
Задача 2.7
Стальной шарик радиуса r начинает двигаться в сосуде, заполненном глицерином, под действием силы тяжести. Найти зависимость скорости шарика от времени ((t), а также определить скорость установившегося движения шарика (уст. Коэффициент вязкого трения в глицерине равен (, плотность глицерина – (1, плотность стали – (2. Считать, что сила вязкого трения определяется формулой Стокса: 
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Решение

[image: image318.emf] 
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I. Выберем систему координат, связанную с сосудом, так, как показано на рис. 2.13. Начало координат совместим с положением шарика в момент начала его движения. В соответствии с условием задачи начальная скорость шарика равна нулю: 
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)

0

0

=

u

.

II. Запишем уравнение движения шарика в проекциях на ось X системы координат: 
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где 
[image: image171.wmf]в

F

 – сила вязкого трения, а 
[image: image172.wmf]A

F

 – сила Архимеда. 
Используем закон Архимеда и формулу Стокса, описывающие свойства этих сил:

[image: image173.wmf]gV

F

1

A

r

=

,                                                                             (2.80)

[image: image174.wmf]uh

p

r

F

6

в

=

.                                                                            (2.81)
Здесь 
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Выразим также массу шарика через его плотность:
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III. Подставляя (2.80) – (2.82) в уравнение движения (2.79), получаем:
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Для решения уравнения (2.83) приведем его к виду 


[image: image178.wmf](

)

u

u

r

h

p

r

r

r

u

B

A

V

r

g

t

-

=

-

-

=

2

2

1

2

6

d

d

                                     (2.84)

и сделаем замену переменных:
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Дифференцируя (2.85) по времени, получаем:
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С учетом (2.86) выражение (2.84) принимает следующий вид:
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Решим полученное уравнение методом разделения переменных с учетом начального значения скорости 
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Используя формулу (2.85), вернемся к старой переменной (:
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Подставив значения констант A и B из (2.84), а также значение V, получим выражение для скорости шарика:
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При 
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 скорость движения шарика практически не изменяется и равна
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Задача 2.8
Брусок скользит по гладкой горизонтальной поверхности со скоростью 
[image: image188.wmf]0

υ

 и по касательной попадает в область, ограниченную забором в форме полуокружности (рис. 2.14). [image: image319.emf] 
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Определить время, через которое брусок покинет эту область. Радиус кривизны забора R, коэффициент трения скольжения бруска о поверхность забора (. Размеры бруска много меньше R. 
[image: image320.emf] 

mg sin   

 ( t )  

F тр  

 ( t )  

Y  

X  

Решение

I. Выберем произвольную инерциальную систему отсчета, жестко связанную с забором. Изобразим на рисунке тангенциальную ось, заданную ортом 
[image: image189.wmf]τ

, направленную вдоль скорости движения бруска, и нормальную ось, заданную ортом 
[image: image190.wmf]n

, направленную к центру кривизны траектории перпендикулярно скорости (см. теоретический материал в Главе 1). 
II. Запишем уравнения движения бруска относительно инерциальной системы отсчета, жестко связанной с забором, в проекциях на тангенциальную и нормальную оси: 
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Воспользуемся законом Амонтона – Кулона для силы трения скольжения: 
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III Из (2.95) – (2.97) получим уравнение для определения модуля скорости бруска: 
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Решая уравнение (2.98) методом разделения переменных, получим:
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Константу С в (2.100) определим из начальных условий (
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Таким образом, модуль скорости бруска в момент времени t, когда брусок еще движется вдоль забора, определяется следующим образом:
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Заметим, что для любого момента времени t и при любой, не равной нулю, начальной скорости (0, скорость бруска ( > 0. Это означает, что брусок не остановится, а обязательно пройдет всю область, ограниченную забором, поскольку с уменьшением скорости движения бруска уменьшается и сила трения скольжения между бруском и забором. 

Путь, пройденный телом за время 
[image: image200.wmf]t
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 с момента времени t, при движении вдоль забора, равен:
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Путь, пройденный телом за время t движения вдоль забора получим интегрированием (2.102) по времени: 
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Для определения времени, через которое брусок покинет область, ограниченную забором преобразуем (2.103) к виду:
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Поскольку длина забора 
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 искомое время движения бруска вдоль забора 
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При малых значениях коэффициента трения (
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Задача 2.9
На столе лежит доска массой М = 1 кг, а на доске – груз массой m = 2 кг. Какую силу 
[image: image210.wmf]F

 нужно приложить к доске, чтобы она выскользнула из-под груза? Коэффициент трения между грузом и доской равен (1 = 0,25, а между доской и столом – (2 = 0,5.
Решение

I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 2.15 и изобразим силы, действующие на тела системы. 
[image: image321.emf] 
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На груз в процессе движения действуют сила тяжести mg, сила трения 
[image: image211.wmf]1

тр
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 и сила нормальной реакции доски N. К доске приложены горизонтальная сила F, сила тяжести Mg, сила нормальной реакции стола R, сила нормального давления груза N и силы трения со стороны груза и стола 
[image: image212.wmf]1

тр

F

 и 
[image: image213.wmf]2
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. Силами сопротивления воздуха пренебрегаем.

Проанализируем характер движения тел системы. Если приложенная к доске сила F мала, то груз и доска движутся с одинаковым ускорением (или покоятся), а сила трения 
[image: image214.wmf]1

тр

F

 между грузом и доской является силой трения покоя. С увеличением внешней силы F сила трения 
[image: image215.wmf]1
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 возрастает и при некотором значении внешней силы 
[image: image216.wmf]0

F

 достигает своего максимального значения, равного силе трения скольжения. Это значение силы 
[image: image217.wmf]0

F

 и требуется определить для решения задачи.
II. Запишем уравнения движения груза и доски в проекциях на оси выбранной системы координат: 
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Здесь a и A – проекции ускорений груза и доски на ось X.
Используем закон Амонтона – Кулона, описывающий свойство силы трения скольжения:
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Значение силы 
[image: image223.wmf]0
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, действующей на груз, при котором начнется его скольжение по доске, можно определить из условий:
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III. Решим полученную систему уравнений (2.107) – (2.113) относительно 
[image: image226.wmf]0
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:
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Таким образом, для того, чтобы доска выскользнула из-под груза, необходимо приложить к доске силу F, удовлетворяющую условию:
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Подставляя численные значения, заданные в условии задачи, получаем:
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Задача 2.10
(Обратная задача динамики)

Найти модуль и направление силы F, действующей на частицу массой m при ее движении в плоскости XY по эллиптической траектории. Закон движения частицы в координатной форме имеет вид 
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, где A, B, ( – постоянные величины.

Решение

I. Используем декартову систему координат, как предложено в условии задачи.

II. Запишем уравнение движения частицы в проекциях на оси заданной системы координат: 
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Используем заданный в условии задачи закон движения:
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III. Дифференцируя (2.119) и (2.120) дважды по времени, получим:
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Подставляя (2.121) и (2.122) в (2.117) и (2.118), получаем закон изменения проекций силы F, действующей на частицу при ее движении в плоскости XY по эллиптической траектории:
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Используя (2.123) и (2.124), получаем выражение для модуля силы F:
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Запишем закон изменения силы в векторном виде:
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где 
[image: image243.wmf]r

– радиус-вектор частицы относительно начала координат. Следовательно, сила 
[image: image244.wmf]F

, действующая на частицу, направлена противоположно радиус-вектору частицы в любой момент времени. 
Задача 2.11
Однородный упругий стержень движется по гладкой горизонтальной поверхности под действием постоянной горизонтальной силы 
[image: image245.wmf]0

F

, равномерно распределенной по его торцу. Длина стержня и площадь его торца в недеформированном состоянии равны 
[image: image246.wmf]0
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 и 
[image: image247.wmf]0
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, модуль Юнга материала стержня – E, коэффициент Пуассона – μ. Определить зависимости напряжения упругих сил 
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 и относительной деформации 
[image: image249.wmf])
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 от координаты x вдоль стержня, а также относительное удлинение стержня. 
Решение

I. Выберем декартову систему координат с осью X (см. рис. 2.16), направленной вдоль стержня. При ускоренном движении стержня под действием горизонтальной силы 
[image: image250.wmf]0

F

 в нем возникают внутренние упругие силы и продольные деформации, различные в разных сечениях, а также изменения поперечных размеров. Деформации, возникающие в стержне, будем считать малыми, а напряжения возникающих при этом упругих сил 
[image: image251.wmf])
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 – подчиняющимися закону Гука (2.11).

[image: image322.emf] 
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II. Рассмотрим слой dx недеформированного стержня с координатой x вдоль него (см. рис. 2.16). Масса dm выделенного элемента стержня не изменяется при деформации и остается равной
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где m – масса всего стержня.

Уравнение движения рассматриваемого элемента стержня в проекции на ось X под действием напряжений упругих сил запишем в виде:
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Здесь 
[image: image255.wmf]a

 – проекция ускорения стержня на ось X, ξ(x) и ξ(x+dx) – смещения левой и правой границ выделенного фрагмента при деформации (см. рис.2.16); 
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 – площади поперечных сечений стержня на границах выделенной области. Поскольку деформации можно считать малыми, то в выражении (2.128) отброшены члены второго порядка малости не только по dx, но и по относительной продольной деформации 
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Дифференциальное уравнение (2.128) дополним граничным условием для напряжения упругих сил:
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Ускорение a, одинаковое в установившемся режиме для всех точек стержня, в соответствии со вторым законом Ньютона определяется выражением:
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При движении стержня с ускорением возникающие неоднородные продольные деформации приводят к различным в разных сечениях поперечным деформациям и, следовательно, изменению площади поперечных сечений стержня S(x):
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Напряжения упругих сил связаны с продольными деформациями законом Гука:
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III. Преобразуя записанную систему уравнений (2.127), (2.128) и (2.130) – (2.132), получаем дифференциальное уравнение для напряжений упругих сил:
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Интегрируя (2.133) методом разделения переменных с учетом граничных условий (2.129), получаем:
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Решение уравнения (2.134) относительно 
[image: image265.wmf])
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 имеет вид:
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Запишем искомое выражение для распределения напряжений упругих сил вдоль стержня с учетом малости второго слагаемого в подкоренном выражении (2.135):
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Следовательно, распределение деформаций вдоль стержня в соответствии с законом Гука имеет вид:
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Полное продольное удлинение стержня находим, интегрируя (2.137):
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Искомое относительное удлинение стержня равно:
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2.4. Задачи для самостоятельного решения
Задача 1
[image: image323.emf] 
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На неподвижном клине с углом при основании ( = 30( находится тело массой 
[image: image271.wmf]1

m

, к которому прикреплена легкая нерастяжимая нить, перекинутая через невесомый блок, жестко связанный с клином. К другому концу нити прикреплено тело массой 
[image: image272.wmf]2

m

, не касающееся клина (см. рис.). Отношение масс тел 
[image: image273.wmf]3
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. Коэффициент трения между первым телом и плоскостью равен 
[image: image274.wmf]m

 = 0.1. Найти величину и направление ускорения второго тела. 

Ответ: ускорение второго тела направлено вниз и равно 


[image: image275.wmf](

)

(

)

g

g

a

05

.

0

1

cos

sin

2

=

+

-

-

=

h

a

m

a

h

.
Задача 2
На наклонную поверхность, составляющую угол ( с горизонтом, положили два бруска 1 и 2 (см. рис.). Массы брусков равны m1 и m2, коэффициенты трения между поверхностью и этими брусками – (1 и (2, причем (1 > (2. Найти силу давления одного бруска на другой, возникающую в процессе их скольжения, и углы (, при которых будет скольжение брусков. 
Ответ: 
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Задача 3
Материальная точка массой m движется по гладкой внутренней поверхности вертикального цилиндра радиусом R. Найти модуль силы давления материальной точки на стенку цилиндра в тот момент, когда ее скорость составляет угол ( с горизонтом и по модулю равна 
[image: image278.wmf]0
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Ответ: 
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Задача 4
Частица движется вдоль оси X по закону 
[image: image280.wmf]3
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, где ( и ( – положительные постоянные. В момент времени 
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 сила, действующая на частицу, равна 
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. Найти модули силы в точке поворота и в момент, когда частица опять окажется в точке 
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.
Ответ: 
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Задача 5
На гладкой горизонтальной поверхности лежит клин массой M с углом при основании (. Тело массой m скользит по наклонной поверхности клина. Коэффициент трения между клином и телом равен 
[image: image286.wmf]m

. Найти горизонтальные проекции ускорений тела и клина, а также силы N и R, с которыми тело давит на клин и клин на горизонтальную поверхность.

Ответ:
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Задача 6
Нить перекинута через легкий вращающийся без трения блок. На одном конце нити прикреплен груз массой M, а по другой свисающей части нити скользит муфточка массой m с постоянным ускорением 
[image: image291.wmf]a

¢

 относительно нити. Найти силу трения, с которой нить действует на муфточку.

Ответ: 
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Задача 7
Пуля, пробивая доску толщиной h, изменяет свою скорость от 
[image: image293.wmf]0

u

 до 
[image: image294.wmf]u

. Найти время движения пули в доске, считая силу сопротивления пропорциональной квадрату скорости.

Ответ:
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Задача 8
Через блок, ось которого горизонтальна, перекинута нерастяжимая веревка длиной l. За концы веревки держатся две обезьяны одинаковой массой, находящиеся на одинаковом расстоянии l от блока. Обезьяны начинают одновременно подниматься вверх, причем одна из них поднимается относительно веревки со скоростью 
[image: image296.wmf]u

, а другая со скоростью 2(. Через какие интервалы времени каждая из обезьян достигнет блока? Массами блока и веревки пренебречь.

Ответ: 
[image: image297.wmf]u
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Задача 9
Система трех тел, связанных между собой с помощью двух нитей и трех блоков, изображена на рисунке. Два тела подвешены на нитях, а третье находится на горизонтальной поверхности. Оси крайних блоков, в отличие от оси среднего блока, закреплены (см. рис.). 

Считая заданными массы m1 и m2, определить массу m3, при которой ось среднего блока будет оставаться неподвижной. Трением и массами блоков и нитей пренебречь.

Ответ: 
[image: image298.wmf]2
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Задача 10
Каков должен быть минимальный коэффициент трения скольжения 
[image: image299.wmf]m

 между шинами автомобиля и асфальтом, чтобы автомобиль мог пройти закругление с радиусом R = 200 м на скорости ( = 100 км/ч?

Ответ: 
[image: image300.wmf]4
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Задача 11.
Однородный упругий стержень массой 
[image: image301.wmf]m

 подвесили за один конец к потолку. Длина и площадь поперечного сечения стержня в недеформированном состоянии – 
[image: image302.wmf]0

l

 и 
[image: image303.wmf]0

S

, модуль Юнга материала стержня равен E, а коэффициент Пуассона – μ. Определить относительное удлинение стержня под действием силы тяжести, а также относительное изменение его объема.
Ответ: 
[image: image304.wmf]0
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Рис. 2.1. Ориентация сил гравитационного взаимодействия двух материальных точек





Рис. 2.2. Удлинение стержня под действием продольной силы





Рис. 2.3. Смещение границ выделенного слоя стержня
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