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Ограниченные функции.
Определение. Функция y=f(x) называется 

ограниченной, если область ее значений 
является ограниченным множеством. 
Иными словами, функция y=f(x), x⋴X
ограничена, если существует число r>0	
такое,	что	|f(x)|<r	для	всех	x⋴Х.



Предел  функции на бесконечности.
Определение. Функцию α(x),	определенную	на	
объединении	двух	лучей

(-∞,а1]∪[a2,+∞] называют, бесконечно	малой	
при	х→∞,	если	для	любого	ɛ>0	существует	
число M >0	такое,	что	для	всех	х таких,	что	
|x|>М,	выполняется	неравенство	| α(x)	|<ɛ.

Обозначение:	



y=α(x)	
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Основные теоремы.
1. Постоянная функция y=c является бесконечно 

малой при х→∞ тогда и только тогда, когда с=0.
2. Если β(х) – бесконечно малая функция при х→+∞ и 

для всех х из некоторого луча [Q,+∞) выполняется 
неравенство |α(x)|≤|β(x)|, то α(x) – бесконечно малая 
при х→+∞. (Аналогично, при х→-∞).

3. Если α(x) – бесконечно малая при х→∞, то она 
является ограниченной на некотором луче [|М|, ∞).  

4. Сумма двух бесконечно малых при х→∞ функций 
является бесконечно малой при х→∞ функцией.

5. Если α(x) – бесконечно малая при х→∞, а y=f(x)-
ограниченная функция на объединении лучей   (-
∞,а1]∪[a2,+∞] , то их произведение является 
бесконечно малой при х→∞ функцией.



Определение. Функцию f(x),	определенную	
на	объединении	двух	лучей
(-∞,а1)∪(a2,+∞] называют, бесконечно	
большой	при	х→∞,	если	для	любого	Р>0	
существует	число М >0	такое,	что	для	
всех	х таких,	что	|x|>М,	выполняется	
неравенство	| f(x)	|>P.

Обозначение:
Р

М



Теорема. Для того, чтобы функция f(x) ,была 
бесконечно большой при x→∞,	
необходимо	и	достаточно,	чтобы	
функция	1/ f(x) была бесконечно малой 
при x→∞.	

Пример.	y=к/x	– бесконечно	малая	
функция	,	y=кx - бесконечно	большая	
при	x→∞.



Определение. Число А называется пределом 
функции f(x) на бесконечности или при
x→∞ , если для любого ɛ>0 существует 
число М>0 такое, что для всех x таких, 
что |x|>М, выполняется неравенство |f(x)-
A|<ɛ .

Обозначение: 



Асимптоты. 
Определение. Прямая y=kx+b называется 

асимптотой графика функции y=f(x) при 
х→∞,	если	

Другими	словами,	если	отклонение	
графика	функции	f(x)	от	прямой	y=kx+b
неограниченно уменьшается при х→∞



Алгоритм отыскания асимптоты графика функции.
1. Вычислить предел              . Если этот предел 

существует и равен b, то y=b – горизонтальная 
асимптота; если               =∞,	то	перейти	к	пункту	2.

2.	Вычислить	предел	 .	Если	этот	предел	не	
существует,	то	асимптоты	нет;	если	он	
существует	и	равен	 ,	то	перейти	к	
пункту	3.

3.	Вычислить	предел	 .	Если	этот	предел	
не	существует,	то	асимптоты	нет;	если	он	
существует	и	равен	bто	перейти	к	пункту	4.

4.	Записать	уравнение	наклонной	асимптоты	
y=kx+b.



, значит ½.

, т.е. b=-3
4. Уравнение асимптоты y=1/2x -3.



Предел функции в точке.
Определение. Функцию α(x),	бесконечно	малой	при	
х→a,	если	для	любого	ɛ>0	существует	𝛅>0	
такое,	что	для	всех	х таких,	что	0<|x-a|<𝛅,	
выполняется	неравенство	| α(x)	|<ɛ.

Обозначение:	
Геометрически неравенство 0<|x-a|<𝛅 описывает	
проколотую	𝛅 – окрестность	точки	а.	



Основные теоремы.
1. Постоянная функция y=c является бесконечно 

малой при х→a тогда и только тогда, когда с=0.
2. Если β(х) – бесконечно малая функция при х→a и 

для всех х в проколотой окрестности точки а 
выполняется неравенство |α(x)|≤|β(x)|, то α(x) –
бесконечно малая при х→а. 

3. Если α(x) – бесконечно малая при х→а, то она 
является ограниченной в проколотой окрестности 
точки a.  

4. Сумма двух бесконечно малых при х→a функций 
является бесконечно малой при х→a функцией.

5. Если α(x) – бесконечно малая при х→a, а y=f(x)-
ограниченная функция, в окрестности точки а, то 
их произведение является бесконечно малой при 
х→а функцией.



Определение.





Основные теоремы о пределе функции в точке.
1. Если функция имеет предел при х→х0,	то	

только	один.
2. Если	функция	имеет	предел	при х→	х0,	то	

она	ограничена	в	некоторой	проколотой	
окрестности	точки	х0 .

3. (о	предельном	переходе	в	неравенствах)	
Если	

и в некоторой проколотой окрестности точки а 
выполняется неравенство f(x)≤g(x),	то	b≤c



Теоремы об арифметических операциях.









Точки разрыва. Классификация.
1. Точка устранимого разрыва. 

Односторонние пределы функции f(x) 
существуют при х→а,	равны	между	собой,	
но	не	равны	значению	функции	в	этой	
точке.



2. Скачок.
Односторонние пределы существуют, но не 

равны.



3. Разрыв второго рода.
Хотя бы один из односторонних пределов не 

существует.



Техника вычисления пределов. Раскрытие 
неопределенностей.

1. Неопределенность 0/0.



2. Неопределенность 1∞



3. Неопределенность ∞/∞



Первый замечательный предел

Доказательство.



Правый и левый односторонний пределы
существуют и равны 1, а значит и сам предел равен 1

.



Следствия из первого 
замечательного предела.



Второй замечательный предел.

Следствия из второго замечательного 
предела.






