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Производная  функции

Определение производной функции.  

Пусть y = f(x) определена в точке x0 и некоторой её окрестности.
Придадим x0 приращение Dx такое, что x0 + DxÎD(f) .
Функция при этом получит приращение

Df(x0) = f(x0 + Dx) – f(x0) .



ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Производной функции y = f(x) в точке x0
называется предел отношения приращения функции в этой
точке к приращению аргумента Dx, при Dx ® 0 (если этот
предел существует и конечен), т.е.

Обозначают:
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Определение. Пусть функция    f( x ) определена на  (a,b) и непрерывна в т.   x0 из 
этого промежутка (a,b).   Тогда приращению D x отвечает приращение 

D y =  f( x0+Dx ) – f( x0 ) .
Если приращение  D y может   быть представлено 

в виде :
D y =  А . Dx  + α ( Dx ), где А=const,

α – бесконечно	малая	функция	при	Δх→0,		то функцию  f( x ) называют 
дифференцируемой в точке   x0 .

А . Dx – дифференциал функции    f( x ) в точке   x0

Обозначают:

Теорема. Для того чтобы функция была дифференцируема в точке 
х₀, необходимо и достаточно, чтобы в этой точке существовала 
производная. 

Следствие.
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Доказательство.
Необходимость.  Пусть существует производная  f ¢(x₀). 

По определению,
, но тогда                  ,	где	

α- бесконечно	малая	при	Δх→0.	Значит,	
Δу=	f ¢(x₀)Δх+αΔх	или	Δу=АΔх+αΔх,	где	А=	f ¢(x₀).
Достаточность. Пусть Δу=АΔх+αΔх,	где	α- бесконечно	
малая	при	Δх→0.	Тогда
=	А+α,	а	поэтому																					А.	

Значит,	производная	в	точке	существует,	причем	
f ¢(x₀)=А.



Геометрический смысл дифференциала
Дифференциал функции в точке  равен приращению 

ординаты касательной, проведенной к графику функции 

в этой точке, соответствующему приращению аргумента.



Соответствие x0 ® f ¢(x0) является функцией, определенной на
множестве D1Í D(f).

Операцию нахождения для функции y = f(x) её производной
функции называют дифференцированием функции f(x).

Пример.

Доказать, что



Физический  и  геометрический смысл 
производной

1) Физический смысл производной.
Если функция y = f(x) и её аргумент x являются физическими

величинами, то производная f ¢(x) – скорость изменения
величины y относительно величины x .

ПРИМЕР.
Пусть S = S(t) – расстояние, проходимое точкой за время t.
Тогда производная S ¢ (t0) – скорость в момент времени t0.



2) Геометрический смысл производной.
Пусть ℓ – некоторая кривая, M0 – точка на кривой ℓ.
Любая прямая, пересекающая ℓ не менее чем в двух точках,

называется секущей.
Касательной к кривой ℓ в точке M0 называется предельное

положение секущей M0M1, если точка M1 стремится к M0,
двигаясь по кривой.

Очевидно, что если касательная к кривой в точке M0
существует, то она единственная.
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Рассмотрим кривую y = f(x).
Пусть в точке M0(x0 ; f(x0)) она имеет невертикальную касатель-

ную M0N.

Таким образом, получили: f ¢(x0) – угловой коэффициент
касательной к графику функции y = f(x) в точке M0(x0 ; f(x0)).

(геометрический смысл производной функции в точке).
ÞУравнение касательной к кривой y = f(x) в точке M0(x0 ; f(x0))

можно записать в виде
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Правила дифференцирования
1) Производная постоянной функции равна нулю, т.е.

C ¢ = 0,   где  С – константа.

2) Производная суммы (разности) равна сумме (разности)
производных, т.е.

3) Производная произведения находится по правилу:
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, где С – константа.
Говорят: «постоянный множитель выносится за знак
производной».

5) Производная дроби находится по правилу:

6) Если функция j(t) имеет производную в точке t, а функция
f(u) имеет производную в точке u = j(t), то сложная
функция y = f(j(t)) имеет производную в точке t, причем

(правило дифференцирования сложной функции).
7) ТЕОРЕМА (о производной обратной функции).

Пусть функция y = f(x) имеет производную в точке x0,
причем f ¢(x0) ¹ 0. Если существует обратная функция
x = j(y), то она имеет производную в точке y0 = f(x0) и
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Доказательство правил нахождения 
производной суммы и производной 
произведения.







Пример.



§ Теоремы о среднем значении 
для дифференцируемых функций

Условия монотонности функции





Необходимое условие существования экстремума 
функции



Теорема Ферма

Геометрическая интерпретация
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Замечание
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Теорема Ролля

Пусть функция y=f(x)
а) непрерывна на отрезке [a, b]
б) дифференцируема на интервале (a, b)
в) f( a ) = f( b )
Тогда найдется хотя бы одна точка С∈(a, b), такая, что f '(С) = 0

f(a)=f(b)<Mf(a)=f(b)>m
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Возможные случаи



Теорема Лагранжа (о конечных приращениях)

Пусть функция y = f( x )
а) определена и непрерывна на отрезке [a, b]
б) дифференцируема на интервале (a, b).
Тогда найдется хотя бы одна точка С∈(a, b), такая, что
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Теорема Коши

Пусть функции  f( x ) и g( x )
а) непрерывны на отрезке  [a, b]
б) дифференцируемы на интервале (a, b)  и  g'( x ) ≠ 0.
Тогда найдется хотя бы одна точка  С ∈ (a, b), такая, что
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Теоремы Ролля, Лагранжа, Коши





Пусть функции f(x) и g(x) дифференцируемы в окрестности точки x = a и  
g'(x) ≠ 0 в окрестности x=a.
Если                                                        и существует ,

то существует конечный предел                       ,    причем                         

Теорема Лопиталя (правило Лопиталя)
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Замечание 1. Если  f' (x) и g' (x) удовлетворяют условиям теоремы 
Лопиталя, в окрестности точки x=a, то правило Лопиталя применяется 
к отношению производных:
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г)  

тогда существует конечный предел                      ,   причем

Замечание 2. Правило Лопиталя применимо и в случае x→∞ ,т.е. если

0)(lim)(lim ==
¥®¥®

xgxf
xx

Теорема. (Правило Лопиталя для случая   ∞/∞ )

Пусть функции f(x) и g(x)
а) дифференцируемы в окрестности точки x = a
б) 
в) g'(x) ≠ 0 в окрестности x=a.
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Правило Лопиталя



Правило Лопиталя



§ Формула Тейлора и Маклорена

Определение. Многочленом (полиномом)  n - го порядка называется функция
Pn ( x ) = a0 + a1 x + a2 x 2 + … + an x n

где a0 , a1 , …, an – коэффициенты многочлена,   n – натуральные числа.
Многочлен полностью определяется своими коэффициентами. 

Определение. Многочленом (полиномом) по степеням (x – x0) называется 
функция

Pn ( x ) = a0 + a1 ( x – x0 ) + a2 ( x – x0 ) 2+ … + an ( x – x0 ) n .
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Определение. Формула 

называется формулой Тейлора для многочлена Pn(x) .



Теорема.
Пусть функция f ( x ) определена на интервале (a, b), имеет в точке 
x∈(a, b) производные до n - го порядка включительно. Тогда при    x → x0
функция  f(x) сходится к своему многочлену Тейлора и можно записать

f (x)= f (x0)+ f ‘ ( x0 )(x – x0) + f‘‘ ( x0 )(x – x0) 2 + … + f (n)( x0 )(x – x0) n +Rn(x).

Формула называется формулой Тейлора для функции  f ( x ).
Теорема. 
Разность между функцией f ( x ) и её многочленом Тейлора   P ( x ) является б.м. 
функцией высшего порядка малости по сравнению с ( x – x0 )n

f (x) – P (x) = Rn(x) = O ((x – x0)n )
Rn(x) - остаточный член

в форме Пеано     Rn(x) = O ((x – x0)n )
в форме Лагранжа                                                            ,  где  x0<x<xn
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Формула Маклорена – частный случай формулы Тейлора при x0 = 0



Стандартные разложения Маклорена
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Уметь получать разложения



§ ПОЛНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ
Определение. Функция y=f(x) называется
а) возрастающей на (a,b), если ∀x1, x2∈(a,b) при x1< x2 f(x1)<f(x2);
b) убывающей на (a,b), если ∀x1, x2∈(a,b) при x1< x2 f(x1)>f(x2);
c) невозрастающей на (a,b), если ∀x1, x2∈(a,b) при x1< x2 f(x1)≥f(x2);
а) неубывающей на (a,b), если ∀x1, x2∈(a,b) при x1< x2 f(x1)≤f(x2).

Пример невозрастающей функции

x1   <   x2 <  x3

f(x1)= f(x2) > f(x3)

x

y

y=f(x)



Определение. Говорят, что f '(x) меняет знак в точке x0 , если существует 
окрестность точки x0: (x0-δ, x0+δ), в которой при x<x0   f '(x) сохраняет один знак,
а при x>x0 – противоположный.

Определение. Точки, в которых f '(x) =0 называются стационарными точками. 

Определение. Точки, в которых f '(x) =0 или не существует, называются 
критическими  точками. 

Возможные варианты стационарных и критических точек

y

x

стационарные f '(x)=0

x0 x0

экстр. нет экстр. нет экстр.

y

x

критические  f '(x)

x0 x0

экстр.

$ y

x

критические  f '(x)

x0 x0

экстр. нет экстр.

$



Теорема. (Второй достаточный признак существования экстремума)
Если в критической точке x0 функции y=f(x) обращается в ноль не только
первая производная, но и все последующие до (n-1)-й включительно, т.е.
f '(x0)= f '' (x0)= f ''' (x0)=…= f (n-1)(x0)=0, а f (n)(x0)≠0,

тогда x0 будет точкой экстремума, если n – четное;
x0 не будет точкой экстремума, если n – нечетное.

Характер экстремума определяется знаком f (n)(x0)≠0.
При f (n)(x0)<0 - в x0 максимум, при f (n)(x0)>0 - в x0 минимум.

Теорема. (1ый Достаточный признак существования экстремума)
Пусть y=f(x) непрерывна в интервале, содержащем критическую точку x0,

дифференцируема во всех точках этого интервала, кроме может быть 
самой x0, тогда

а) если при переходе слева направо через x0 производная  f '(x) меняет 
знак с «+» на «-», то в точке x0 функция f(x) имеет максимум;

b) если знак производной меняется с «-» на «+», то в точке x0 функция 
f(x) имеет минимум.



Теорема. (Достаточное условие выпуклости и вогнутости кривой)

Пусть  y = f (x) непрерывна на  [a,b],  и имеет в  (a, b) производную до второго 
порядка включительно, тогда

а) если во всех точках интервала  (a, b) вторая производная функции   f (x)
отрицательна:  f '' (x) < 0, то кривая на (a, b) выпукла;

b) если во всех точках интервала вторая производная положительна:

f '' (x) > 0, то кривая на  (a, b) вогнута.

Выпуклость, вогнутость, точки перегиба

Определение. Кривая обращена выпуклостью вверх на 
(a,b), если 
все точки кривой лежат ниже любой ее касательной на (a,b). 
Кривая называется выпуклой. 

y

xa              b x

Определение. Кривая обращена выпуклостью вниз на (a,b), 
если 
все точки кривой лежат выше любой ее касательной на этом 
интервале. 
Кривая называется вогнутой. 

y

xa              b x



Теорема. (Достаточное условие существования точки перегиба)

Пусть в точке x0 выполнены необходимые условия существования точки перегиба, и пусть 

при переходе через эту точку    f '' (x) меняет знак, тогда точка  x0 является точкой перегиба 
графика функции.

Определение. Точка (x0;y0), лежащая на кривой  
f(x), называется точкой перегиба функции y=f(x),
если существует окрестность точки x0 такая, что    
при x< x0 кривая лежит по одну сторону 
касательной, при x > x0 - по другую сторону 
касательной.

y

x
x

Следствие из достаточного условия выпуклости и вогнутости кривой.
(Необходимое условие существования точки перегиба)
Если вторая производная в некоторой точке x0 равна нулю или 
не существует,
то эта точка есть точка перегиба графика функции. 



Общий план исследования функции и построения графиков

• D(y) – область непрерывности
• Найти, охарактеризовать точки разрыва, выделить вертикальные 

асимптоты
• Четность, нечетность
• Периодичность
• Промежутки возрастания, убывания; точки min, max
• Промежутки выпуклости, вогнутости; точки перегиба
• Наклонные асимптоты графика функции
• Дополнительные точки: 1) пересечение с осями координат

2) f(xmin), f(xmax)
3) f(xперегиб)

• Построение графика функции


